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Resumo

O problema de Gyldén-Mescerskij, isto é, o problema de dois corpos com
massa varidvel é estudado quando, sobrepostas a perda de massa tem-
poral, se consideram diferentes perturbagdes. Em particular analisa-se o
fenémeno do incremento da perda de massa por efeito gravitacional, o de-
nominado efeito periastro, demonstrando-se que poderia ser o causante de
valores relativamente altos da excentricidade em alguns sistemas bindrios.
Alias, aborda-se o caso em que uma das componentes do sistema apresenta
forma elipsoidal considerando alguns efeitos relativistas em aproximacao

poés—newtoniana.

Para a abordagem matemadtica destes cendrios perturbados utilizam-
-se tanto técnicas analiticas como numéricas. Entre as primeiras destaca
um método candnico de perturbag¢des baseado em transformacgdes de Lie,
apresentado aqui pela primeira vez, que supde uma generalizacdo a N

parametros do cldssico método de Hori—Deprit.

A estabilidade de alguns sistemas triplos hierarquizados reais é exa-
minada a luz de vérios critérios de estabilidade ao longo do tempo. Para
a visualizagdo das regides de estabilidade definiram-se mapas de estabili-

dade em fungdo da excentricidade e do semieixo maior da drbita externa.

Finalmente, fornece-se um modelo de ventos carregados de massa ba-
seado numa funcdo de distribuicdo de massa definida a partir de trés fac-
tores de forma do vento estelar. Este modelo é utilizado para a integracdo

de certa configuragdo orbital hipotética num sistema binario Wolf-Rayet.
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Abstract

The Gyldén-Mescerskij problem, i.e., two-body problem with variable
mass is studied when, in addition to the time-dependent mass loss we
consider several perturbations. In particular, an enhanced mass loss by
gravitational effect, the so-called periastron effect, is analysed. It is shown
that some relatively high values of the eccentricity in some binary systems
could be explained by taking it into account. Moreover, we deal with the
case in which one of the components shows ellipsoidal shape taking into

account some relativistic effects in post-Newtonian approximation.

The mathematical treatment of these perturbed scenarios is accom-
plished by means of analytical and numerical techniques. Among the first
ones highlights an analytical perturbation method based on Lie transfor-
mations, shown here for the first time, which represents a generalization

to N parameters of the classical Hori-Deprit perturbation method.

Long-term stability of some actual hierarchical triple systems is ana-
lysed in the light of several stability criteria. Stability maps depending
on eccentricity and semi-major axis of the outer orbit were defined for

visualizing the stability regions.

Finally, a mass-load stellar winds model basis on the mass distribution
function defined from three shape stellar wind factors is given. This model
is used to integrate a hypothetical orbital configuration in a Wolf-Rayet

binary system.
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Motivacao e organizacao da tese

O problema de dois corpos submetidos a uma forca atractiva que diminui
com o inverso do quadrado da distancia, conhecido como problema de
Kepler?, foi resolvido por Newton nos seus Principia em 1687. Mas foram
as posteriores formalizacdes deste problema nos formalismos lagrangiano
e, nomeadamente, hamiltoniano, as que produziram grandes avangos na
compreensdo global deste e de outros problemas derivados logicamente

dele, como é o caso do problema de trés corpos®.

Situagdes especialmente interessantes aparecem quando se introduz
alguma perturbacido no sistema. Do ponto de vista matematico a fungado
hamiltoniana que descreve o sistema passa a estar dada por uma parte
completamente integravel mais uma parte que representa a perturbacao.
Embora o problema perturbado difere ligeiramente do ndo perturbado,
as solugdes de ambos podem ser muito diferentes, ja que uma pequena
perturbacdo pode dar lugar a efeitos seculares. Neste contexto é no qual
se situa o problema de perda de massa em sistemas estelares bindrios,
isto é, o do movimento de um sistema de duas estrelas onde uma delas
ou ambas perdem massa em funcado de certas varidveis (tempo3, distancia,
etc.). Do ponto de vista fisico existem diferentes leis de perda de massa que

tencionam dar conta deste fendmeno, entre as quais haveria que pér em

Um texto tecnicamente muito completo e actualizado sobre este problema é o de
Cordani (2003).

ZEste problema é amplamente tratado no recente texto de Valtonen e Karttunen (2006).

3Neste caso referir-nos-emos ao chamado problema de Gyldén-Mescerskij.
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destaque, tanto pela sua importancia histérica como pela sua flexibilidade

quanto aos modelos em que é aplicavel, a denominada lei de Jeans.

Neste trabalho tenciona-se resolver o problema de perda de massa
estelar em sistemas bindrios e multiplos —trés e mais corpos— quando,
além da perda de massa temporal, se acrescenta a perda de massa em
funcgdo da distancia via o que se denomina ‘efeito periastro’, hip6tese que
se estabelece para explicar o suposto incremento de perda de massa nas
proximidades do periastro. Uma vez formulado este problema passa-se
a estudar o efeito de outras eventuais perturbagdes: forma elipsoidal de
alguma das componentes do sistema e efeitos relativistas. Nesta classe de
problemas inserem-se outros como o da variagdo da constante de gravita-

¢do G ou o recentemente proposto problema de trés buracos negros.

Alids, para atacar este tipo de problemas foi necessdrio desenvolver
algumas novas ferramentas matematicas, tais como um novo método cano-
nico de perturbag¢des baseado em transformacdes de Lie que formalmente
supde uma generalizacdo completa a um ntimero arbitrdrio de pequenos

parametros do método de Hori—Deprit.

Outro dos grandes interesses é o que envolve os assuntos relacionados
com a perda de massa estelar, nomeadamente em forma de ventos estela-
res* e a sua relacdo com os aspectos dindmicos do problema, sobretudo,
no que tem a ver com a evolugdo orbital e a estabilidade dos sistemas

mdultiplos.

Em resumo, o trabalho que aqui se apresenta envolve tanto aspectos
matematicos ligados a dindmica do problema de vérios corpos quanto
aspectos de natureza astrofisica. Assim, os capitulos em que se divide
situam-se em diferentes campos da fisica e da matemadtica como sdo os
sistemas bindrios e multiplos, a estrutura de ventos estelares, a mecanica
celeste, a teoria da relatividade geral e a teoria de perturbagdes.

4Um texto actualizado sobre este tema é o de Lamers e Cassinelli (1999).
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Estes contetidos sdo desenvolvidos ao longo da presente memoria na

seguinte ordem:

Capitulo 1 passam-se em revista os principais contributos que ao longo
da histdria recebeu o problema de perda de massa estelar, tanto do
ponto de vista da sua abordagem matemética como do seu aspecto
astrofisico. Constitui, portanto, uma coleccdo dos trabalhos mais
representativos deste campo de estudo.

Primeiramente expressam-se, entre outros, alguns dos resultados
tanto cldssicos quanto actuais do problema de dois corpos com perda
de massa, de maneira a servir como ponto de partida para este estudo.
Numa segunda parte trata-se a questdo da perda de massa que sofre
uma estrela como consequéncia do seu processo evolutivo através do
diagrama Hertzsprung—Russell (HR).

Algumas das ideias que aparecerdo nos capitulos seguintes sdo ja
esbogadas neste capitulo. Assim, algumas novas contribui¢des em
relacdo a lei de Jeans e ao efeito periastro sdo apresentadas na tltima

seccao.

Capitulo 2 descrevem-se as perturbacées —efeito periastro, componente
elipsoidal e efeitos relativistas— que se considerardo sobrepostas a
perda de massa dependente do tempo e obtém-se as equagdes do
movimento em formulagdo hamiltoniana.

Para o caso do efeito periastro propde-se uma lei de perda de massa

que conduz a variagdes seculares dos elementos orbitais.

Capitulo 3 em que se constréi um novo método canénico de perturbagdes
baseado em transformacgdes de Lie e aplicavel a sistemas hamiltonia-
nos com um numero N arbitrdrio de pardmetros. Este supde uma
generalizacdo completa do método (uniparamétrico) de Hori—Deprit
que ja no passado tinha sido ampliado a 2 e 3 parametros.
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Capitulo 4 onde se integra numericamente o problema de Gyldén-Mes-
¢erskij com efeito periastro mostrando a evolugdo em funcdo do
tempo para o semieixo maior e a excentricidade.

Numa segunda parte mostra-se a aplicacdo do método construido no
capitulo anterior (na sua versdo 4—paramétrica) ao caso de um sis-
tema bindrio com perda de massa dependente do tempo e primaéria
com forma elipsoidal considerando os efeitos relativistas em primeira
aproximagdo pés—newtoniana. Apods a integragdo analitica mostra-
-se a evolugdo dos elementos orbitais destacando o comportamento

secular de alguns deles sob determinadas condigdes.

Capitulo 5 descrevem-se quatro critérios de estabilidade definidos por
diferentes autores para sistemas triplos hierarquizados. Realiza-se a
sua aplicacdo a dois sistemas planetdrios (um deles, y Cephei) e a um
sistema estelar (BU 1099 AB) em que se considera perda de massa
dependente do tempo e efeito periastro, representando a evolugao

dos parametros de estabilidade em mapas de estabilidade definidos
ad hoc.

Capitulo 6 onde se define uma nova fung¢do de distribui¢do de massa I,
mediante a qual se modeliza o ganho de massa que sofre uma ana
castanha ou um planeta gigante orbitando um sistema bindrio com

potentes ventos estelares carregados de massa.

Capitulo 7 retine os principais resultados obtidos nesta tese e as conclu-
sOes finais. Alids, propdem-se algumas linhas de investigacdo cuja

exploragdo resultaria interessante no futuro.

Finalmente, incluem-se no Apéndice A os cédigos de programagao
para Mathematica® do método candnico de perturbacdes N-paramétrico

apresentado no Capitulo 3.

Alias, acrescenta-se num segundo apéndice (B) um resumo em caste-
lhano néo inferior a 3 000 palavras de acordo com o artigo 30.3 do Regula-
mento de Estudos de Terceiro Ciclo da USC.
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Todos os célculos realizados ao longo desta tese foram obtidos utili-
zando o manipulador algébrico Mathematica® e rotinas escritas em lingua-

gem C. O documento completo foi editado com ETEX 2¢.
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Capitulo 1

O problema de massa variavel e o
fenomeno de perda de massa

estelar

“It is wrong to think that the task of
physics is to find out how nature is.
Physics concerns what we can say

e

about nature.

NieLs Bonr (1885-1962)

1.1 Introducao

O problema de dois corpos com massa varidvel em func¢do do tempo é um
dos cldssicos da Mecanica Celeste e a ele se dedicaram muitos e destacados

investigadores em diferentes épocas. O seu interesse é notdvel dada a

* “A finalidade da fisica ndo é descobrir o que é a Natureza, mas sim aquilo que
podemos dizer sobre ela.” Citado em The philosophy of Niels Bohr (A. Petersen 1963).
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existéncia de diversos objectos celestes que, em geral, possuem massas
ndo estaciondrias e cujo estudo permitiria conhecer melhor a natureza do

seu movimento:

e estrelas com perda de massa por emissdo corpuscular,
e sistemas estelares multiplos com perda e intercambio de massa,
e objectos que ganham massa por acre¢do de massa interestelar, e

e cometas que se fundem na sua passagem pelo periélio.

Dois trabalhos de referéncia quanto aos aspectos historiograficos deste
tema sdo Polyakhova (1994) e Prieto (1995). De seguido faz-se uma ex-
posicdo diacrénica dos principais resultados clédssicos ao fio destes dois

documentos e uma breve descri¢do dos resultados mais recentes.

Dentro do campo da Astrofisica o problema de perda de massa estelar,
ora em forma de ventos estelares , ora mediante potentes explosdes com
ejeccdes de matéria, é também uma questdo muito interessante cujo estudo
tem florescido nos dltimos anos. Actualmente conhecem-se diferentes
classes de objectos estelares cuja evolugdo esta fortemente determinada
pela perda de massa. Muitos destes objectos encontram-se em sistemas

estelares bindrios ou em agrupamentos de maior multiplicidade.

Como um dos objectivos transversais desta tese é tratar o problema da
perda de massa tendo em conta as suas duas facetas, isto é, a matematica
e a fisica, expde-se também qual é o estado actual da mesmas. Centra-se a
aten¢do em algumas classes de objectos especialmente interessantes como
sdo as estrelas desbocadas, as estrelas AGB , as estrelas T-Tauri, as estrelas
LBV, as estrelas Wolf-Rayet (WR) e as novas cléssicas .

Finalmente, é necessdrio notar que, do ponto de vista formal, o pro-
blema de Gyldén—Mescerskij de massa varidvel é equivalente ao da varia-
¢do da constante gravitacional da gravitacdo newtoniana G em fungdo do
tempo. Esta possibilidade, sugerida por Dirac (1937), é conhecida como a
Hipétese dos Grandes Ntuimeros ou Hipo6tese de Dirac. Embora tal questao
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nio esteja directamente relacionada com o problema de massa varidvel,
faz-se também um breve repasso das ideias e dos resultados alcancados
tendo em conta a semelhanca formal e a sua importancia do ponto de vista

cosmoloégico.

Em paralelo a esta exposicdo de factos ir-se-do entretecendo algumas
das ideias que servirdo de guia no resto da tese, mas também de fonte de

alguns dos problemas que se pretende resolver.

1.2 A formulacdo matematica do problema de

massa variavel

E Dufour (1866) o primeiro em sugerir que a variagdo secular da aceleracdo
lunar poderia estar provocada pelo aumento da massa da Terra devido
ao impacto de meteoritos. Algum tempo depois, independentemente,
Oppolzer (1884) propde que esta variagdo poderia ter a sua origem na
presenga de p6 c6smico, o qual age sobre a Terra e a Lua aumentando a sua
massa e provocando a aparigao de diversos termos na longitude média da

Lua.

1.2.1 O problema de Gyldén—-Mescerskij

A partir do trabalho de Oppolzer, Gyldén (1884) propde a resolucdo do
sistema de equagdes diferenciais que descreve o movimento de dois corpos

com massas variaveis

d>x p+ f(h)

T

x = 0,
(1.1)

Py p+f(H)
dar * 3 Y
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onde i é asoma de massas num instante determinado e f(t) uma fungao
do tempo suposta conhecida.

Gyldén utiliza a transformacéo

x = ¢
1+y’
1

y_1+¢r’

_ P

T ivy

dt—d—T
14y

para passar do sistema (1.1) a outro integravel

8w
wtpe =0
d’n
ettt =0

Numa notagdo mais condensada, as equa¢des do movimento relativo
de uma massa m(t) que se move em redor de outra massa M(t) num campo
gravitacional vém dadas por

- t
P05y,
r
sendo o parametro gravitacional u(t) = G(t)[M(t) + m(t)]. Neste caso
supde-se que o campo gravitacional é tal que G = cte (ver § 1.4 para a

andlise do problema com G variavel).

O primeiro caso particular de lei de variacdo de massas onde o pro-
blema de Gyldén resulta integravel é dado por MeScerskij (1893) dai que
seja conhecida como primeira lei de Mescerskij
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u(t) = ﬁat (1.2)

sendo a e @ constantes. Consegue-o utilizando uma transformacao das
varidveis espaciais e temporal que transforma o sistema ndo integravel
original num sistema que é basicamente um problema de Kepler de dois

COrpos com massa estacionaria nas novas varidveis

X
T a+at
Y

"= irar

= -1
Caa+at)

O segundo caso integrdvel, denominado segunda lei de MeScerskij ,
vem dado por

1
(k) = Ny (1.3)

Posteriormente, as leis (1.2) e (1.3) sdo generalizadas (Me3cerskij 1902)

na denominada lei conjunta de Mescerskij

1
\/a+[3t+yt2’

sendo a, 5, e y constantes. Os detalhes da demonstra¢do da sua integra-

u(t) = (1.4)

bilidade sdo dados por McMillan (1925), quem conclui que a excentricidade

permanece essencialmente constante.

Anos mais tarde, Mescerskij (1949) estabelece as notaveis equagdes que

caracterizam o movimento absoluto de pontos de massa varidvel

m; U = E; + 1i; (il; — T), (1.5)
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onde #; é a velocidade absoluta do centro de massas das particulas dm;
justo antes de se unirem a m; (i = 1,2), ou das particulas separadas justo
depois de se desprenderem de m;; U; é a velocidade absoluta do ponto m;
antes da unido ou apoés a separacao de dm;; e I-:), é a forca agindo sobre m;.
Nesta notacao m; = M(t) e my = m(t).

E importante por em destaque que é Mescerskij quem fornece de con-
tetado fisico o esquema matemadtico proposto por Gyldén. De facto, quando
se considera que as velocidades relativas de unido ou separagdo dos dois
corpos sdo nulas, o qual é equivalente a supor que a massa varia isotro-
picamente —isto é, sem colisdes, uniforme e continuamente em todas as
direcgdes—, observa-se que as equagdes de Gyldén representam um caso
particular das equagdes de Mescerskij . Uma consequéncia importante é
que no problema de Gyldén segue-se a verificar a lei das areas. E precisa-
mente esta formulagdo do problema a que recebe o nome de problema de
Gyldén-Mescerskij.

1.2.2 Leis de perda de massa
A lei de Jeans

E Jeans (1924) o primeiro em relacionar o problema matemético de massa
varidvel com a perda de massa estelar. Ele conclui que para que as equagdes
do movimento de dois corpos com massa varidvel sejam integraveis tem

que verificar-se

Tl M \Ja?M? + B,

sendo

md

C (m+m)?’
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onde m e m’ sdo as massas das componentes, enquanto a e ﬁ sao
constantes.

Na pratica, de acordo com o facto de que a luminosidade de uma estrela
é proporcional a sua perda de massa, e segundo a teoria de Eddington
(1924) , tal perda tem que ser proporcional a uma poténcia da massa que
varia entre 1.4 e 4.4. Define-se assim a lei generalizada conhecida como lei

de Jeans (ou também, lei de Eddington-Jeans):

m=-am", (1.6)

com 1.4 < n < 4.4 e a constante. Para n = 2 reduz-se ao primeiro caso

de Mescerskij e para n = 3 ao segundo (que corresponde a estrelas com
grandezas absolutas entre 5 e —1). Se ndo temos em conta as restrigdes
no valor de n observamos que a propria expressao (1.6) contém as leis de
perda de massa linear , n = 0, e exponencial , n = 1. Portanto, a lei de Jeans
generaliza ndo s6 a primeira e segunda leis de Mescerskij, sendo também

as leis linear e exponencial.

Em § 1.5.1 realiza-se uma reinterpretacdo da lei de Jeans a vista de

resultados actuais sobre a relacdo de massa—luminosidade.

Outras leis ad hoc

A medida que o conhecimento sobre os processos que acontecem no in-
terior das estrelas vai aumentando e as medidas de parametros estelares
fundamentais —nomeadamente, massa, luminosidade e raio— fazendo-
-se mais precisas, comegam a propor-se diferentes leis de perda de massa

vélidas sob determinadas condigdes.

A maioria delas sdo férmulas semiempiricas que tentam reproduzir os
ritmos de perda de massa observados. Algumas, como a parametrizagao de
Nieuwenhuijzen e de Jager (1990) , sdo validas praticamente para qualquer

objecto estelar sobre o diagrama HR, enquanto outras apenas sdo aplicaveis
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a um determinada classe de objectos estelares como, por exemplo, a lei de
Reimers (1975) para estrelas gigantes na fase RGB ou a parametrizacdo de
Nugis e Lamers (2000) para estrelas Wolf-Rayet .

1.2.3 A formulagio de Duboshin

No que tem a ver com a resolu¢do do problema, as solu¢des de Gyldén
(1884), Lehmann-Filhés (1898) e Stromgren (1903) apenas sdo validas para
alguns casos especiais de fungdes u(t) com variagdes muito lentas. E na
década dos 20 do passado século quando Duboshin desenvolve numa série
de artigos fundamentais (Duboshin 1925, 1927, 1928, 1929) um método
geral de resolucdo deste problema baseado na solugdo a uma equagao

integro-diferencial do tipo

dft) _ elf(®)]
at @2

por meio de uma série infinita, mas convergente, de poténcias de um
pequeno pardmetro. Apesar do avango que supde este método, a restrigdo
de pequeno parametro imposta a variagdo de massa nao permite resolver o
problema na sua forma mais geral. Este impedimento, unido a ideia de que
Duboshin acredita que existem outras leis de perda de massa para os corpos
celestes, as quais julga que poderao ser descobertas a partir da observagao
atenta destes sistemas, leva-o a considerar outra abordagem do problema
(Duboshin 1930). Esta consiste em determinar a forma da trajectéria e
as caracteristicas dindmicas do movimento sem integrar formalmente o
sistema. Isto permite-lhe considerar uma fungdo de perda de massa f(t)
arbitraria e obter assim um conhecimento qualitativo do comportamento

do sistema para qualquer intervalo temporal.

As suas ideias, e alguns dos seus resultados, serdo posteriormente

desenvolvidos por outros investigadores da escola russa.
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1.2.4 Alguns resultados cldssicos
O Problema de Mescerskij-Levi-Civita

Levi-Civita (1928) introduz uma modificagdo na lei (1.5) ao sugerir a utili-

mu 5 dd
dtﬂ) em lugar de F = m —, considerando assim o

dt

caso em que a massa de um corpo varia por achegas de matéria em choques

zacdo da relacao F=

inelasticos ou por ejeccdo corpuscular. Este problema corresponde-se com
dois modelos: um é o do movimento de um satélite numa nuvem de
particulas estaciondrias com acregdo; o outro é o de um cometa cuja perda
continua de massa origina uma cauda que fica dinamicamente ligada ao

nucleo cometario.

Resultados de Armellini

. : 1
Tomando para estrelas binarias com massa varidvel M = Toar sendo
!

@ uma pequena constante positiva, conclui que a excentricidade aumenta

secularmente com o tempo tendendo a infinito (Armellini 1953a).

Demonstra que no caso de um sistema bindario cujas componentes obe-
decem a lei de Newton e cuja massa diminui com o tempo de maneira

descontinua (Armellini 1953b) verifica-se que:

e asecundéria descreve uma trajectoria espiral em redor da primaéria,
e Ma(l-¢%,

e q,a(1—¢),a(l+e)sado funcgdes crescentes, e

e M(1—-e)eM(1+e)sdo funcdes decrescentes.

e Teorema: _ )
Se M(t) — Oe }unM(t) = }1mtm(t) =0,
entdo, quaisquer que sejam as condic¢des iniciais e qualquer que seja o
ritmo de decrescimento da massa, a excentricidade cresce até superar
qualquer valor.
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Baseando-se nestes trabalhos, Chiara (1957) acha que as leis de perda
de massa para as que a excentricidade varia secularmente em funcdo da

massa global do sistema bindrio sdo do tipo

k(t)

r2’

onde k(t) é uma funcdo cuja oscilacdo em cada periodo é pequena em

relagdo ao seu valor médio.

O método de Radzievskii-Gel’fgat

Apesar de que as solugdes exactas de (1.4) correspondem aos casosn =2 e
n = 3nalei (1.6) , do ponto de vista astrofisico os casos mais interessantes
(estrelas da Sequeéncia Principal) sdo 3 < n < 4. Esta classe de casos sdo
os analisados por Radzievskii e Gel’fgat (1957) e aplicados a estrelas da
sequéncia principal. Tendo em conta a lei de Jeans, Gel’fgat (1963) também
analisa os casos integrdveis de MesScerskij considerando a possibilidade
do aumento da excentricidade com a diminuicdo da massa. E também o
primeiro em introduzir um critério de lentidio da perda de massa (Gel fgat
1965).

Porém, os seus contributos mais notaveis sdo a obtencao de solucdes
exactas para os casos 1 = 0 e n = 3/2, o que lhe permite expressar o
parametro gravitacional p(t) = G M(t) por meio de fun¢des de Bessel, e de

solugdes aproximadas para n = 5/2 e n = 4 (Gel’fgat 1965).

A aplicacdo do método de Radzievskii-Gel’fgat permite construir no-
vas solugdes a partir de solu¢des conhecidas. Assim é possivel obter uma

solugdo para n;, a partir de n; segundo

" _27’11—3
27 Tl1—2.
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Uma generalizagdo deste método é dada pelo teorema de Berkovi¢
(1981).

A focagem perturbativa de Hadjidemetriou

Dirigindo a atencdo para o estudo orbital do problema reconhece-se a
Stromgren (1903) como o primeiro em obter os elementos osculadores da
Orbita até ao primeiro grau do pequeno parametro @ com uma variagdo
da massa quase-linear proporcional a (1 + @t). As mudangas que atin-
gem a excentricidade e ao semieixo maior sdo estudadas em posteriores
trabalhos por Duboshin (1930), Berkovi¢ e Gel’fgat (1975), Radzievskii e
Gel’fgat (1957), Gel’fgat (1969), Dommanget (1963), Hadjidemetriou (1963,
1966a,b), Dvorak e Lichtennegger (1983), Lichtennegger (1984), Glikman
(1976, 1978), Omarov (1975) e Gel'fgat e Omarov (1967), entre outros.

O método de interpretacdo do movimento relativo dos corpos de massa
varidvel num campo gravitacional ndo estaciondrio como o de um movi-
mento perturbado num campo estaciondrio é proposto por Hadjidemetriou
(1963, 1966b). Ele demonstra que a perda isotrépica de massa num sistema
bindrio age como uma forga perturbativa P proporcional ao ritmo de perda

de massa [1 e ao vector velocidade 7

Deste modo, Hadjidemetriou (1963) obtém as equagdes de Lagrange
para o problema de dois corpos com perda isotrépica de massa e integra-
-as numericamente para a lei de Jeans utilizando um método de Runge-
-Kutta no caso eliptico. Além disso, utilizando relagdes aproximadas
para as variagdes seculares do semieixo maior e da excentricidade, obti-
das a partir das equagdes de Lagrange, demonstra que a excentricidade
permanece secularmente constante, enquanto o semieixo maior aumenta

secularmente.
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Posteriormente expressa as equagdes do movimento em termos da
anomalia excéntrica integrando as equagdes analiticamente em ordens su-
cessivas (Hadjidemetriou 1966b). Alids, demonstra que a excentricidade
é, no caso n = 3, uma funcdo periddica da anomalia excéntrica, enquanto a
segunda ordem apresenta oscila¢cdes de amplitude varidvel, crescente para

n < 3 e decrescente para n > 3, sendo constante para n = 3.

Baseando-se nos trabalhos de Hadjidemetriou, Guillaume (1974) rea-
liza uma regularizagdo do problema mediante as varidveis de Levi-Civita
considerando uma lei de perda de massa linear e obtendo as solu¢des como

séries de Poisson.

Verhulst (1969a) estuda as regides do plano de fases onde o entorno
das solugdes do problema é totalmente diferente. Com esse fim analisa
em primeiro lugar as solugdes estaciondrias do sistema para depois achar
solugdes aproximadas para o caso autébnomo. Para n=3 transforma o sis-

tema de equagdes do movimento dado por Hadjidemetriou em auténomo

1
mediante a transformagdo 7 = — In(1 + 2a t), estudando as solugdes esta-
ciondrias nos casos eliptico e parabolico (Verhulst 1969b). Outros casos sdo
abordados em Verhulst e Eckhaus (1970) e Van der Laan e Verhulst (1972);

neste ultimo, em particular, a transi¢do de Orbitas elipticas a hiperbolicas.

Finalmente, Verhulst (1975) aplica métodos de promédios para resolver
o sistema de equagdes diferenciais do problema no caso das fungdes de

Jeans.

Sdo Correas e Ribera (1975) os primeiros em utilizar varidveis univer-
sais para regularizar o problema de massa variavel. Eles mesmos fornecem
um método para obter explicitamente a solugdo geral do sistema caracte-

rizando as fungdes de variagdo de massa correspondentes.

Munier et al. (1981) obtém solugdes assimptéticas utilizando métodos
quase-invariantes. Para estudar o seu comportamento restringem-se ao
caso = (1 + Q)" fazendo uso de duas transformacgdes de renormaliza-
cdo. Finalmente, estudam as solucdes assimptéticas para os casos n < -1,
n=-1/2e-1/2<n<0.
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Certas questdes relativas a existéncia de integrais primeiros sob pertur-
bagdes foram considerados por Luk’yanov (1983a,b), demonstrando que

estes existem apenas para certas classes especiais de forcas perturbativas.

A formula¢ao hamiltoniana

E Deprit (1983) o primeiro em estabelecer a formulagio hamiltoniana do
problema de dois corpos com massa varidvel em varidveis de Delaunay.
Posteriormente, Deprit, Miller e Williams (1989) utilizam as varidveis de

Lissajous dependentes do tempo no mesmo problema.

Lichtennegger (1984) considera um sistema de n corpos numa nuvem

acretando matéria e representa as solu¢des mediante séries de Lie .

A formulagdo em varidveis canénicas mediante a aplicacdo de transfor-
magdes tipo Delaunay generalizadas (no espaco 6-dimensional) e mapas
tipo TR (no espaco de fase ampliado de 8 dimensdes) é realizada por Flo-
ria (1997, 2001a,b,c). Em particular, sdo especialmente interessantes para
o estudo do problema de Gyldén-Mescerskij a introducdo do pardmetro
gravitacional y como uma varidvel canénica (Floria 2003) e o tratamento de
problemas quase-keplerianos (Floria 2006) com variaveis tipo Delaunay-
-Scheifele (Floria 1993, 2002).

A classificacdo de Razbitnaya

Os numerosos casos fisicos que o problema de Gyldén—-Mescerskij envolve
sdo classificados em base a equagdo diferencial geral do movimento relativo
por Razbitnaya (1985). Ele enumera 22 casos da equacdo de Mescerskij
do movimento relativo que se deriva a partir de (1.5). Estes dividem-se
em dois grupos de problemas: o problema de dois corpos generalizado,
com ambos os corpos movendo-se num sistema de referéncia inercial; e o
problema de dois corpos confinado, com o corpo central em repouso no

sistema inercial.
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Extensdo de alguns resultados

Nos anos 90 analisam-se novas leis de variacdo de massa. Assim, Selaru e

Cucu-Dumistrescu (1992) trabalham com

u(t) = A+ Beos(ft +p),

sendo B> A, p €[0,2n), A > 0 e B, f e p constantes; enquanto Bekov
(1993) estuda a lei

13 (t) = A + B[sen(at) + b],

com A, B, a, e b constantes.

A falta de rigorosidade em algumas aplica¢des da segunda lei de New-
ton aos problemas de massa varidvel é posta em destaque por Plastino e
Muzzio (1992). Assim, enquanto Mescerskij ou Hadjidemetriou tomam

correctamente:

-

=1 do
F =m(t) —,
dt
outros autores utilizam incorrectamente a expressao

F = —[m(t) 7] (1.7)

[
~

que viola o principio de relatividade sob transformagdes galileanas, ja

que de (1.7) se deriva

= d?? _>dm

Efectivamente, quando F é zero, da equacgdo (1.8) deduz-se que a par-

ticula permanecerd em repouso se a sua velocidade inicialmente era nula,
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p m . p
mas estara acelerada por uma for¢a — — num sistema onde a particula

dt

se estd a mover com velocidade 7.

Na sua tese de doutoramento Prieto (1995) resolve o problema de dois
corpos mediante o método de Hori-Deprit e a versdo biparamétrica de
Abad e Ribera (1984) para o caso n = 2 da lei de Jeans obtendo a evolugdo

temporal dos elementos orbitais (Prieto e Docobo 1997a,b).

A evolugao do momento de inércia e da energia é obtida por Giordano
e Plastino (1999) a partir de uma generaliza¢do da equacao de Jacobi tendo

em conta a lei de Jeans.

Nestes tltimos anos publicaram-se diferentes trabalhos em que se es-
tuda a perda de massa no problema restringido circular (Shrivastava e
Ishwar 1983; Luk’yanov 1989, 1992) e eliptico (Das, Shrivastava e Ishwar
1988; Jha e Shrivastava 2001) de trés corpos.

1.2.5 O problema da transferéncia de massa em sistemas

bindarios

Ainda que ndo se pode situar propriamente no contexto do problema
de massa varidvel, o problema de transferéncia de massa tem algumas
caracteristicas similares que justificam a sua inclusdo nesta secgdo. Além
disso, o seu estudo é fundamental, j&4 que é 0o modelo idéneo para a anélise
orbital da maioria dos sistemas estelares bindrios fechados que apresentam

tal fenomenologia (ver § 1.3).

Sao Huang (1956), Kruszewski (1963, 1964a,b) e Piotrowski (1964) os
primeiros em estudar este problema. Calculam assim a variagdo do mo-
mento angular orbital e da energia do sistema para depois obter as corres-

pondentes variagdes nos elementos orbitais.

Por outro lado, é Hadjidemetriou (1969a) quem estabelece pela pri-
meira vez as equagdes do movimento a partir de uma lei de MeScerskij

modificada ad hoc para este problema. Ele utiliza um método de per-
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turbacdes que lhe permite obter as varia¢des periddicas e seculares dos
elementos orbitais. Assumindo que a massa se transfere através do ponto
de Lagrange L, demonstra, para uma 6rbita quase circular, que a excen-
tricidade permanece aproximadamente constante, enquanto o semieixo
maior aumenta ou diminui, respectivamente, segundo a massa se trans-
fira da estrela menos massiva a de maior massa ou em sentido oposto
(Hadjidemetriou 1969b).

Recentemente, Regos, Bailey e Mardling (2005) provaram, mediante
simulagOes hidrodinamicas de particulas baseadas em aproximagdes ana-
liticas que, para sistemas bindrios excéntricos (¢ > 0.5) com a primaéria
perto do periastro, apenas uma parte da massa se transfere pelo ponto
de Lagrange L;, enquanto o resto parece abandonar o sistema. Por outra
parte, também observaram que, para sistemas ainda com maiores excen-

tricidades, parte da perda de massa tem lugar através do ponto L,.

1.3 O fenémeno de perda de massa estelar

1.3.1 Ventos estelares

E sabido que, tanto em forma de ventos estelares como por meio de outros
mecanismos de perda de massa, uma estrela pode perder massa e momento
angular de forma que a sua evolugdo estelar se veja fortemente afectada.
Na Figura 1.1 mostra-se esquematicamente um vento estelar. A matéria sai
da superficie da estrela puxada pela radiacao arrefecendo-se e acelerando-

-se a medida que se afasta até deixar a estrela a grande velocidade.

Alids, se esta estrela estd gravitacionalmente ligada a uma ou mais
estrelas acontece que a evolucdo orbital do sistema também resulta pro-
fundamente alterada. O processo é altamente néo linear ja que, pela sua
vez, os mecanismos de perda de massa véem-se influenciados pela rotacédo

e pelos campos electromagnéticos. Todas as estrelas da sequéncia prin-
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Figura 1.1: Esquema de um vento estelar.

cipal perdem massa em forma de ventos estelares, mas este processo é

especialmente intenso nas estrelas massivas .

Apesar de que a maioria das estrelas ejectam a sua massa mediante
ventos estelares esfericamente simétricos, existem alguns tipos de estre-
las que o fazem em forma de discos equatoriais. Estas sdo as estrelas
rapidamente rotantes Be e Be supergigantes .

Actualmente as maiores dificuldades para compreender os mecanis-
mos de perda de massa em estrelas massivas tém a ver com a sua depen-
déncia temporal e com a ndo esfericidade da perda de massa em objectos
tais como as LBV e estrelas Wolf-Rayet .

Ventos de estrelas frias

Os ventos tipo solar quentes sdo acelerados em extensas coroas a tempera-
turas maiores que 10° K e as estrelas que os sofrem tém perdas de massa
de menos de 1072 M, por ano.
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Por outro lado, as estrelas frias evoluidas exibem cromosferas com
temperaturas em redor dos 10 000 K e ventos com intensas perdas de massa

de mais de 107 M, por ano.

Entre estas duas classes situam-se as estrelas com ventos hibridos que

apresentam caracteristicas a meio caminho entre as dos dois grupos ante-

riores.
106 T T L — T T T ¥
A Sem coroas?
Ventos guiados I:;l:uuss
104 F radiativamente LY -
"frios"
— Ventos \
> 9
ﬂ - hibridas \ {lentos?) |
=) "tépidos"\
@ . L \ B
E 102 11T -
= Estrelas Fe -
-g | YVentos T
. tipo solar
b " quentes" -
'q Sol
Estrelas
o b Jlare -
M | L. - . : . ! :
30 000 10 000 6 000 3 000

Temperatura efectiva (K)

Figura 1.2: Diagrama HR onde se mostram as zonas com caracteristicas do
vento similares.

O diagrama HR da Figura 1.2 mostra uma classificagdo das estrelas em
fungédo da classe de vento estelar que possuem. Os ventos das estrelas frias
aparecem divididos nas duas categorias unidas por uma possivel regido

com caracteristicas hibridas.
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Ventos de estrelas quentes

As estrelas quentes, apesar de ser menos numerosas, sio um dos compo-
nentes galdcticos mais interessantes ja que, gragas ao seu grande brilho,
funcionam como candeeiros que permitem medir a distdncia a outras ga-
laxias. Os seus ventos supersénicos injectam grandes quantidades de
massa no meio intergaldctico. Por exemplo, uma estrela tipo O apresenta
velocidades terminais, isto €, velocidades limite do vento a raio infinito,
entre 1000 e 3000 km s™! e factores de perda de massa de entre 107 M, e
10~ M.

O estudo deste tipo de ventos estelares é muito importante por duas

razoes fundamentais:

e O material ejectado ao meio interestelar, além de contribuir a forma-
¢do de novas estrelas, influi notavelmente na evolugdo da prépria
estrela. Neste sentido é preciso dizer que durante a sua fase de

sequéncia principal a estrela pode chegar a perder um 50% da sua
massa.

e A radiacdo da estrela ndo s6 libera energia, sendo que transfere mo-
mento, por absorc¢do e dispersdo de fotdes, as particulas de gas gui-
ando assim o seu préprio fluxo supersénico.

VENTOS EM ESTRELAS RAPIDAMENTE ROTANTES

Nos ultimos anos tem despertado grande interesse a evolugdo dos
ventos em estrelas quentes e rapidamente rotantes dos tipos O, B ou Wolf-
-Rayet. Nestes casos os intensos ventos, guiados pela radiacdo, resultam
afectados pelas forcas centrifugas e de Coriolis. A rapida rotagdo deforma
a propria estrela tal e como se observa na Figura 1.3 provocando a redistri-
bui¢do da radia¢do emitida sobre a superficie distorcida, fenémeno que se
tem dado em chamar escurecimento gravitacional. O efeito visivel deste
fenémeno é a diminuicado do brilho nas zonas equatoriais e um incremento

do mesmo nas zonas polares.

A rotacdo é um elemento muito importante para a compreensdo dos

fenémenos que originam e guiam a evolucdo dos ventos estelares. Dois
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Figura 1.3: Estrela rotante tipo B a 0, 300, 400, e 487 kms™!. A intensidade da
cor é proporcional ao fluxo superficial.

aspectos fundamentais em que a rotagao influi no fluxo saliente de massa
sdo (Cranmer 1996):

1. As forgas centrifuga e de Coriolis desviam as linhas de corrente para
o equador, aumentando a densidade e criando eventualmente um
disco de vento comprimido no plano equatorial. Este parece ser o
cendrio em que se desenvolvem as chamadas estrelas Be.

2. O vento pode aumentar as perturbac¢des axialmente ndo simétricas
na fotosfera e criar estruturas co-rotantes no fluxo circum-estelar.

Ventos em interac¢do em sistemas bindrios

O estudo desta classe de ventos estelares em colisdo é muito interessante
por vdrias razdes (Moffat 1998):

Interesse intrinseco.

e Impde restri¢des no valor provavel dos elementos orbitais, em parti-

cular da inclinac¢do orbital.

e Impde restricdes nos parametros do vento estelar: momento e velo-

cidade do fluxo.

Permite explicar emissdes andmalas observadas em estrelas quentes.
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Este fenémeno é especialmente importante em sistemas cujas com-

ponentes possuem intensos ventos estelares, classes O e especialmente

estrelas WR.

wr

Tos

Figura 1.4: Esquema da zona de colisdo vento—vento no plano orbital de uma
binaria WR+OB. S; e S, denota as ondas de choque e C é a superficie de con-
tacto. R;\% e Rg‘g sao os raios das radio-fotosferas das componentes WR e O,
respectivamente. Na parte inferior aparece ampliada a regido de colisdo dos

ventos estelares (Usov 1995).
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Num sistema bindrio tipico WR+OB (Fig. 1.4) o parametro fundamental
do ponto de vista da teoria de ventos em colisdo é o momento do fluxo de

cada vento (suposto um fluxo suave antes da colisdo)

» Mo
PY =42
onde M é a perda de massa, v a velocidade média, r a distancia desde
o centro da estrela e p a densidade. A superficie de contacto da colisdo
define-se em boa aproximacao pelos lugares onde a componente normal
a superficie de choque do momento do fluxo de cada vento é igual. A
sua grossura serd maior se o fluxo é adiabdtico e menor se o fluxo é iso-
termo, o que basicamente se corresponde com estrelas abertas e fechadas,

respectivamente.

No caso mais geral de dois ventos diferentes, o cone de choque tendera
a envolver a estrela com o vento mais fraco com uma semi-abertura angular

assimptotica dada por

2

175

0=120° |1- - 13,
sendo
n= (Mv“’)z
(Mvw)l

0 quociente entre 0s momentos dos ventos e onde v, é a velocidade

terminal.

Recentemente foram propostas outras classes de modelos para estrelas
simbidticas em que, em lugar de supor que existe um superficie de contacto
entre os ventos em colisdo, se considera a mistura do material ejectado
(Kenny e Taylor 2005).
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Mecanismos de perda de massa

Existem diversos mecanismos pelos que os diferentes tipos de estrelas per-

dem massa mediante ventos estelares. Na Tabela 1.1 expde-se um sumaério

das caracteristicas dos mecanismos de perda de massa para estrelas nado

(rapidamente) rotantes (Lamers 1998).

Tabela 1.1: MECANISMOS DE PERDA DE MASSA PARA ESTRELAS NAO (RAPIDAMENTE)

ROTANTES. 11 REPRESENTA A PERDA DE MASSA POR UNIDADE DE TEMPO (M@ ANO_l) E

U A VELOCIDADE TERMINAL DO VENTO ESTELAR.

MECANISMOS E ESTRELAS Tiros CARACTERISTICAS
VENTOS DE COROA
Tipo solar G,K m baixa, v alta
Gigantes?
VENTOS GUIADOS POR LINHAS
Estrelas quentes O,B,A 1 alta, v, alta
CPN , WD
WR?
VENTOS GUIADOS POR PO
Supergigantes frias M, AGB 11 alta, v, baixa
VENTOS GUIADOS POR PULSAGOES
Estrelas pulsantes frias Mira , AGB? m1 alta, v, baixa
VENTOS GUIADOS POR ONDAS ALFVEN
Estrelas frias com campos magnéticos | F, G, K, M m baixa?, v alta

VENTOS ROTANTES MAGNETICOS
Rotadores rapidos magnéticos

VENTOS GUIADOS POR ONDAS SONICAS
Estrelas com envoltdrios convectivos

T-Tauri , WR?

??

m alta, v, alta

m baixa, v baixa
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Cronologia da investigacao de ventos estelares

Este campo da astrofisica estelar tem experimentado nos tltimos anos um
enorme desenvolvimento. Segundo Lamers e Cassinelli (1999) é possivel
estabelecer 5 estagios até chegar ao actual nivel de conhecimento sobre este

tema:

1° estagio (1572-1910) Estabelece-se que o fenémeno das novas indica que
as estrelas ejectam massa e que tal ejeccdo pode ser detectada espec-

troscopicamente.

2° estdgio (1913-1947) Desenvolve-se um diagndstico sobre a perda de
massa que leva a um relativamente bom conhecimento dos fluxos
de material saliente das estrelas quentes e a uma compreensao bésica

das condigoes fisicas na atmosfera solar externa.

3° estagio (1947-1967) Demonstra-se a perda de massa das gigantes frias

e desenvolve-se o conceito de vento solar.

4° estagio (1967-1982) Avanca-se rapidamente na compreensdo dos ven-

tos estelares gragas a observagdo desde o espago.

5° estagio (1980-actualidade) E a era da dependéncia temporal dos fené-
menos envolvidos. Assim, efeitos tais como a rotagdo e a pulsagdo

implicaréo ventos estelares nao esféricos e variaveis.
1.3.2 Cenadrios de perda de massa estelar

Estrelas desbocadas

Uma estrela desbocada é uma estrela massiva, jovem (normalmente tipo

O ou B) e quente que se desloca a grande velocidade pelo espaco.

Existem dois mecanismos para a producdo de estrelas desbocadas: o

cendrio de sistemas bindrios com uma componente supernova (Blaauw
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Figura 1.5: Diagrama de formag&o de uma binéria excéntrica e ionizagéo de
duas estrelas (desbocadas) a partir de um sistemas quadruplo.

1961) e o cendrio de ejeccdo dinamica (Poveda, Ruiz e Allen 1967; Gies e
Bolton 1986). No primeiro tem lugar uma explosdo de supernova num
sistema bindrio fechado e massivo que eventualmente propulsa a estrela
desbocada com uma velocidade comparavel a sua velocidade orbital antes
da explosdo. No segundo, a energia necesséria para aumentar a velocidade
obtém-se por interac¢do dindmica com uma ou mais estrelas. Um caso
muito interessante é o do encontro entre dois sistemas bindrios que da
lugar a duas estrelas desbocadas e uma bindria excéntrica (Hoffer 1983;

Mikkola 1983) tal e como se representa na Figura 1.5.

Estrelas AGB

As estrelas com massas menores de 9 My, depois de passar varios milhares
de milhdes de anos a transmutar hidrogénio em hélio, entram na sua fase
mais activa, a de estrela do Ramo Assimptético das Gigantes (AGB). Este
altimo estdgio comeca quando a estrela, apds passar a fase de gigante
vermelha, atravessa o Ramo Horizontal (ver Fig. 1.6). Nesta altura possui

um nucleo interno de carbono-oxigénio rodeado por duas camadas em que
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se estd a queimar hélio (interna) e hidrogénio (externa). Pela sua vez, estas

camadas estdo envolvidas por um envoltério fortemente convectivo.

msf_ Ramo Assimptético
das Gigantes (AGB)
5 10%1- Sequsna Ramo das Gigantes
= equencia R Horizontal | Vermelhas (RGB)
2 102l Principal (MS) ameo Horizonta
=
2
2 1T
. Esgotamento
g do nicleo de H
g 102+
10441
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Figura 1.6: Evolugéo no diagrama HR de uma estrela AGB.

A sua evolugdo como AGB caracteriza-se por uma expansao que pro-
voca um drdastico aumento da luminosidade e uma diminuigdo da tem-
peratura. Ao mesmo tempo o ritmo de consumo do combustivel nuclear
aumenta cada vez mais. Nesta situacdo de instabilidade sdo habituais
importantes variagdes do brilho e do raio. Durante um maximo de 10°
milhoes de anos a estrela pode chegar a perder até 10~* M, por ano com
velocidades entre 5e20 km s™!. Num estdgio posterior (p6s-AGB) forma-se
um envoltério circum-estelar de poeira produzido pelo vento de particulas

carregadas que a estrela emite.

Enquanto para uma estrela AGB solitdria a sua evolu¢do vem deter-
minada pela massa inicial, no caso dos sistema binarios fechados havera
outro factor fundamental: o tamanho do l6bulo de Roche (Fig. 1.7), o qual
depende da razdo entre as massas das duas componentes e da distancia

entre os seus centros de massas.
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Figura 1.7: Lobulos de Roche num sistema binario com transferéncia de massa.

A estrela mais massiva do par evolui mais rapidamente na fase de
AGB e enche o seu l6bulo de Roche. Uma vez que as camadas externas
excedem a superficie do 16bulo de Roche este material fica gravitacional-
mente governado pela companheira menos massiva. Devido ao momento
angular deste material forma-se um disco de acre¢do. Este mecanismo
de transferéncia de massa denomina-se acre¢do de massa por transborda-
mento do 16bulo de Roche (RLOF).

Esta transferéncia de massa influi directamente na separacdo entre
ambas as componentes. Se a massa ndo abandona o sistema, entdo ha con-
servacdo da energia e do momento angular. Isto tem como consequéncia
que a distancia entre as duas estrelas diminua, ao tempo que o l6bulo de
Roche da estrela mais massiva se reduz, o qual provoca um incremento da
sua perda de massa. Por outra parte, a medida que a outra estrela se torna

a mais massiva a distancia entre as componentes volve a aumentar.

No entanto, frente ao mecanismo de transferéncia de massa RLOF
existe outro mecanismo de perda-transferéncia de massa que é o de acrecao
de massa mediante ventos estelares. A principal diferenca é que, enquanto
o primeiro é quase-conservativo, o segundo apenas transfere uma pequena
percentagem de toda a massa ejectada pela estrela mais massiva. Alids,
tudo parece indicar que o RLOF esta associado a sistemas circularizados
induzidos pelas intensas forcas de maré, enquanto a acre¢do por ventos

estelares seria 0 inico mecanismo em sistema nao circulares.
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A respeito da existéncia de sistemas com Orbitas excéntricas com uma
das componentes sendo uma estrela gigante evoluida tipo AGB, Soker
(2000) propus que a relativa alta excentricidade (0.1 < e < 0.4) poderia estar
provocada por um incremento da perda de massa durante as passagens

pelo periastro.

Estrelas T-Tauri

As estrelas T-Tauri sdo uma classe de estrelas jovens (~10°-107 anos) de
baixa massa (menos de 3 M) e baixa temperatura (tipos espectrais G, K
e M), que recebem o nome do protétipo T Tau, descoberto por Joy (1945).
Situam-se por cima da sequéncia principal no diagrama HR e representam

o0 estagio evolutivo mais precoce que € visivel no 6ptico.

Costumam dividir-se em dois grandes tipos segundo as suas caracte-
risticas espectroscopicas que, pela sua vez, dependem das propriedades
do disco: T-Tauri classicas e T-Tauri de linha fraca. As primeiras possuem
extensos discos que produzem intensas linhas de emissdo, enquanto as

segundas apresentam discos muito difusos ou inexistentes.

Como a maioria da estrelas da pré-sequéncia principal, as estrelas
T-Tauri num intervalo de separacdes entre 1 e 150 UA amostram uma
frequéncia de companheiras bindrias significativamente maior que a que
se observa para estrelas similares da sequéncia principal (Duquennoy e
Mayor 1991). Normalmente, os discos circum-estelares individuais em
redor das estrelas (Fig. 1.8) véem-se truncados pela presenca de uma com-
panheira, ao tempo que se desenvolve um disco em redor do sistema

binario completo (Lubow e Artymowicz 1996).

Os seus ventos estelares sdo muito intensos. Estima-se que o ritmo de
perda de massa estd entre 1078 e 107'° Mg, por ano, enquanto o ritmo de
acréscimo de massa, correlacionado com o anterior e superior num factor

100, varia entre 107° e 10 M, por ano.
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s Objectds :
Herbig-Haro

Figura 1.8: Esquema de detec¢éo do disco de acregdo e da camada em expan-
sdo de uma estrela T-Tauri.

Nos sistemas bindarios interactuantes a massa é transferida entre as
componentes, via ventos estelares ou mediante transbordamento da massa
do 16bulo de Roche de uma estrela pelo ponto de Lagrange interno L;. No
caso de que as primdrias ndo possuam campos magnéticos ou estes sejam
muito fracos, a massa nao caird directamente na outra estrela de maneira
que se formara um disco de acrecdo. Em caso contrario, se a estrela que
ganha massa possui um intenso campo magnético, este podera total ou
parcialmente inibir a formacgado do disco de acrecéo.
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DL Tau: Disk and Bipolar Microjet
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Figura 1.9: Imagem do disco de acrec¢éo e do jacto bipolar no sistema DL Tau
[créditos na imagem].

Eventualmente também se podem formar os denominados objectos
Herbig-Haro (HHO), isto é, nebulosidades que nascem da excita¢do por
choques da energia liberada por estrelas da pré-sequéncia principal e o gés
interestelar ou inclusive anteriores ejec¢des da propria estrela (Figs. 1.8 e
1.9).

O estudo deste tipo de sistemas é, na actualidade, uma das linhas de
investigacdo principais do Observatério Astronémico R.M. Aller. Segundo
o modelo actual, as estrelas T-Tauri representam a fase mais prematura na
cadeia de evolucdo T Tau-UV Ceti-RS CVn. A transicao entre estas fases
ndo estd bem definida e, portanto, tampouco a sua classificagdo; porém,
sim se sabe que uma das diferencas mais significativas estd na sua massa, a

qual unicamente se pode determinar directamente mediante o calculo das
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suas Orbitas em sistemas bindrios (Tamazian et al. 2002; Woitas et al. 2003;
Tamazian 2004).

Nos tltimos anos tem-se abordado o estudo de um conjunto de estrelas
varidveis com componentes de tipos tardios cuja variabilidade era suspeita
devido a diferengas na grandeza de mais de 0.5 unidades em diferentes
épocas de observacdo. De 18 estrelas observadas descobriram-se 5 novas
estrelas varidveis, entre as quais destaca a COU 14 (Docobo, Tamazian e
Melikyan 1999), provavelmente um estrela T-Tauri que mostrou numero-
sos erupgdes (pertencente as denominadas estrelas flare). Em outro sistema
detectou-se uma polarizacdo de quase o 4%, o qual representa uma clara

evidéncia da existéncia de um disco em redor dela.

Estrelas LBV

A Variaveis Luminosas Azuis (LBV) sdo estrelas massivas durante um
breve, mas violento, estagio evolutivo da pés-sequéncia principal. Durante
aproximadamente 10° anos perdem as camadas externas que lhe restam,
ricas em hidrogénio, antes de se converterem em estrelas Wolf-Rayet.
Uma das suas caracteristicas mais destacaveis é o facto de sofrerem, numa
escala de anos, explosdes (denominadas ‘tipicas” ou ‘tipo S Doradus’) que
produzem variagdes no brilho de entre 1 e 2 grandezas. Durante estes ciclos
de variabilidade a estrela desloca-se horizontalmente no diagrama HR
expandindo o seu raio e mantendo constante a luminosidade. No minimo
de brilho a estrela é relativamente quente (~20000-30000 K) e pequena,

enquanto no maximo é relativamente fria (~8 000 K) e grande.

Estas varia¢des do raio até num factor 10, apesar de serem pouco
conhecidas, parece que ndo estdo relacionadas com a perda de massa,
quantificada entre 10™* e 10° M. Os ciclos de variabilidade da perda
de massa também ndo sdo bem conhecidos. Por outra parte, embora se
disponha de recentes modelos de ventos guiados para estrelas normais tipo
O e B que estabelecem um comportamento monétono da perda de massa

com a temperatura efectiva, é de esperar que a perda de massa nas estrelas
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Figura 1.10: Comparagéo de tamanhos entre a estrela mais grande e luminosa
conhecida, a LBV 1806-20 e o Sol. A sua massa, se ela € realmente uma estrela
simples e ndo um sistema mudltiplo, é de ao menos 150 Mg, com um raio de
200 Ry, [créditos na imagem].

LBV difira da das estrelas normais O e B. Istojustifica-se fundamentalmente
pelo facto de as LBV estarem mais evoluidas e terem, portanto, uma massa
menor (Vink e de Koter 2002).

Estrelas Wolf-Rayet

Sdo um tipo de estrelas peculiares identificadas por C.J.E. Wolf e G. Rayet
em 1867. Podem-se reconhecer facilmente pelo seu espectro ja que, a
diferenca das estrelas normais, este estd dominado por amplas linhas de

emissdo. Dividem-se em trés classes:

e WN: Amostram linhas de emissdo de hélio e nitrogénio, embora

também possam aparecer carbono, silicio e hidrogénio.
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e WC: Apresentam um espectro caracterizado pelo dominio das linhas
de emissao de carbono e hélio, estando ausentes as de hidrogénio e

nitrogénio.

e WO: Muito menos comuns que as anteriores, sdo similares as WC

excepto que as linhas de oxigénio sdo mais destacadas.

Situam-se nos bragos espirais da galdxia e perto das regides HIIL. A sua
massa estd compreendida entre 5 e 60 My, (a média é aproximadamente de
20 Mp), enquanto a sua temperatura superficial varia de 25000 a 100 000 K.
Pela sua associagdo com estrelas tipo O e pelas peculiares abundancias

observadas na sua superficie, acredita-se que descendem destas.

Sabe-se que sofrem perdas extremas de massa, geralmente de mais de
107 M,, por ano, mediante potentes ventos estelares que sdo acelerados
desde a superficie até velocidades terminais que variam desde 800 a mais
de 3000 km s,

Aproximadamente o 50% das estrelas WR estdo em sistemas bindrios.

Diferenciam-se trés classes de agrupagodes:

e WR + OB.

e WR + WR.

e WR + objecto compacto (estrela de neutrdes ou buraco negro).
Massey (1981) sugeriu que apenas as associa¢des O+O mais massivas

evoluem a sistemas WR+O, de maneira que a transferéncia de massa parece

nao ser relevante, ao menos nos sistemas de longo periodo.
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A sequéncia evolutiva das estrelas massivas (M 215 M) poderia ser a
seguinte (Maeder e Meynet 1987):

M =50 Mg:

O — OIf — BSG — LBV — WN — WC — supernova

50 Mo M 235 Mg:

O — BSG — YSG — RSG — WN — WC — supernova

15 Mgz M:

O — RSG — supernova

onde BSG, YSG e RSG denotam supergigante azul, amarela e vermelha,
respectivamente.

Estes esquemas nao sdo definitivos ja que ndo se conhecem bem certos
aspectos que tém a ver com a massa inicial e a composi¢do, e isso sem
considerar a influéncia da duplicidade do sistema, da rotagdo e dos cam-
pos magnéticos. De facto, ao longo de tempo tém sido propostas outras
sequéncias evolutivas.

As estrelas Wolf-Rayet mostram potentissimos ventos estelares em
colisdo para os quais, nos tltimos anos, tem sido possivel elaborar modelos
de raddio-emissdo (Dougherty et al. 2003a,b; Pittard et al. 2006) a partir
de observagdes de alta resolucdo (Dougherty et al. 2005). Um sistema
protétipo nesta classe de estudo é o da WR 140 (Fig. 1.11).
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Figura 1.11: Movimento na regi@o de colisédo do sistema WR 140 (Dougherty et
al. 2005).

Novas Cléssicas

As Novas Classicas (CN) pertencem a classe das denominadas varidveis
eruptivas (CV) e caracterizam-se por sofrer uma tnica erupgdo. Sao sis-
temas bindrios fechados formados por uma ana branca e uma estrela da
sequéncia principal que giram em redor do seu centro de massas com um
periodo de menos de 12 horas. Devido a intensa forca gravitacional da
ana branca, parte do material rico em hidrogénio da sua companheira é
arrastado para um disco de acrecdo. Quando parte deste se deposita na
superficie da and branca tem lugar um aumento da pressdo e da tempera-
tura que originam uma explosdo termonuclear. A energia liberada ejecta
o seu envoltério de hidrogénio ndo queimado a 1500 km s™! produzindo

um incremento de 6 ou 9 magnitudes (Fig. 1.12).
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Figura 1.12: Esquerda: Esquema de evolu¢cdo de uma nova classica. Direita:
Imagem do hidrogénio ndo queimado que é rapidamente expulso no sistema
Nova Cygni 1992 (Paresce et al. 1995).

E possivel que todas as CN sejam em realidade novas recorrentes (RN),
isto é, novas nas quais se observaram mais de uma explosao. Tal assimila-
¢do sustentar-se-ia no facto de que, enquanto as RN apresentam periodos
de recorréncia entre 10 e 100 anos, se estima que o periodo entre sucessivas
explosdes varia entre os 30 000 anos para uma and branca de 1.3 Mg, e os

100 000 anos para uma ana branca de 0.6 Mo,.

Do ponto de vista da dinamica orbital do sistema, Edwards e Prin-
gle (1987) sugeriram que tal explosdo poderia produzir um aumento da
excentricidade do sistema binario. Inclusive, uma cuidadosa observagao
permitiria detectar e medir a escala de tempo em que os efeitos de maré

provocam a posterior circularizagao.
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1.4 A ‘Hipoétese dos Grandes Numeros’

Que o parametro gravitacional u seja varidvel pode interpretar-se de duas
formas: tal e como se fizem § 1.2, isto é, supondo que o que realmente varia
é amassa do sistema, oubem que a varidvel é a constante gravitacional new-
toniana G. Porém, do ponto de vista conceptual ambas interpreta¢des sdo

muito diferentes, sobretudo pelas conotagdes cosmoldgicas desta tltima.

As motivagdes para considerar que a constante gravitacional de New-
ton varia sdo diversas. Assim, foi Milne (1933) quem no intuito de propor
uma teoria da gravitagdo com dois tempos padrdo, um para processos
gravitacionais e outro para os atémicos, predisse que G o« t. Porém, uma
das propostas mais sugestivas quanto as suas implica¢des é a denominada
"Hipo6tese dos Grandes Numeros” de Dirac (1937, 1938), isto é, a de que a
existéncia de determinados grandes ntimeros adimensionais (~10%°) que
aparecem em certa combinagdes das constantes fisicas e de algumas quan-
tidades cosmoldgicas ndo é uma casualidade, sendo uma manifestacdo de

uma relagdo subjacente entre elas.

Esta relagdo requer que ¢ G ' my (onde e é a carga do electrdo, my a
massa do protdo e G a constante gravitacional) varie linearmente com o

tempo. Assim, Dirac propde que tal relacdo estaria dada por G o +71.

Considerando a proposta de Dirac (1938), Vinti (1974) d4 uma solu-
cdo exacta para o problema de dois corpos para Orbitas quase-elipticas

tomando

A

U=

(1.9)

onde t é a idade do Universo e A e k sdo duas constantes universais (k

introduz-se para evitar singularidades na solucdo).

Num trabalho posterior (Vinti 1977) formula uma cosmologia newto-

niana com a constante gravitacional varidvel segundo (1.9). A conclusdo
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mais importante é que este modelo cosmolégico corresponde ao de um

universo aberto.

Posteriormente também se realizam generaliza¢des de cosmologias

newtonianas das que se obtém universos acelerados com G oc t7".

Restringindo-nos a gravitagdo newtoniana!, a equivaléncia entre o pro-
blema gravitacional de Newton com G dependente do tempo e o problema
de massa varidvel (com G constante) tem sido considerada, entre outros,
por Savedoffe Vila (1964), Vinti (1974), Saari (1977) e McVittie (1978); e mais
recentemente, no contexto da mecéanica relativista, por Duval, Gibbons e
Horvathy (1991).

1.5 Algumas novas contribuicGes ao problema

1.5.1 Reinterpretacao da lei de Jeans
A teoria de Eddington e a conjectura de Jeans

Em 1924 Eddington publicou um artigo em Monthly Notices of the Royal
Astronomical Society (MNRAS) intitulado “On the Relation between the
Masses and Luminosities of the Stars” no qual se recolhia o que actualmente
se denomina teoria de Eddington da estrutura interna das estrelas. A partir
dela deduzia-se uma surpreendente relagdo entre a massa e a luminosidade

de uma estrela.

Esta teoria recebeu uma dura critica de Jeans (1925a) quem, no intuito
de reabilitar a teoria da evolugéo estelar da sequéncia gigante—ana, chegou
a afirmar:

“... itis found that there is no general relation between the
masses and luminosities of the stars —the supposed “mass—

luminosity” law disappears entirely as a theoretical law, so that

!Nas teorias tensoriais da gravitagdo também é possivel definir uma variagdo similar.
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a star of given mass can always adjust itself to radiate energy
at any rate which happens to be required by the generation of

energy in its interior.”

Segundo Jeans, uma estrela evoluiria deslocando-se livremente sobre
o diagrama massa—-luminosidade, de maneira que seria altamente impro-
vavel que seguisse precisamente a curva definida pela relacdo estabelecida
por Eddington. Esta critica foi contundentemente contestada por Edding-
ton (1925) e, embora Jeans voltou a insistir num artigo posterior (Jeans
1925b), finalmente a discussao ficou ai, vindo a teoria de Eddington a mar-

car o caminho para posteriores estudos no campo da astrofisica estelar.

Mas voltando ao comeco desta histéria, é pouco depois de Eddington
publicar o seu famoso artigo inicial quando Jeans (1924) publica na mesma
revista (MNRAS) o trabalho intitulado “Cosmogonic problems associated
with a secular decrease of mass”. Nele estabelece a sua conhecida lei de
perda de massa conjecturando que existe certa relagdo entre a energia da
radiacdo estelar emitida por uma estrela e a sua perda de massa. Curiosa-
mente, neste artigo, que é prévio a polémica descrita anteriormente, Jeans

justifica a sua conjectura referindo-se ao artigo de Eddington (1924):

“This conjecture has gained enormously in probability since
Eddington has shown that, as a matter both of theory and of ob-
servation, the radiation from a star is approximately a function

only of the star’s mass.”

Sem entrar em detalhes sobre o mecanismo exacto que produz a perda
de massa, Jeans supde que, segundo a teoria da relatividade de Einstein

(1905), se uma energia E escapa como radiagdo, a estrela deve perder uma

) E ) )
massa equivalente = sendo c a velocidade da luz. Deduz que a emissdo

total de radiacdo L estd ligada a perda de massa mediante

dm
_ 2
L=-—c TR (1.10)
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Por outra lado, baseando-se na teoria de Eddington, sabe que a emissao

L de uma estrela é proporcional a uma certa poténcia da sua massa

n

L ocm”.
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Figura 1.13: Tabela de massas e magnitudes absolutas obtidas por Eddington

(1924).

A partir da Tabela de massas e magnitudes absolutas que Eddington

tinha obtido (ver Fig. 1.13), Jeans estabelece que para estrelas muito mas-

sivas n ~ 1.4 e para estrelas de massa muito baixa n ~ 4.4, enquanto para

estrelas com massas intermédias o exponente variard entre 1.4 e 4.4. Em

particular, para um amplo intervalo com magnitudes entre 1 e —5, verifica-
-se n ~ 3. De maneira geral, tendo em conta (1.10) e (1.11), estabelece a lei
ja definida em § 1.2.2
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conhecida como lei de Jeans?, onde n é o exponente na relacdo de
massa-luminosidade e @ é um pequeno parametro, em principio, cons-
tante. A hipétese de um « varidvel ja tinha sido apontada por Jeans (1924)
associando-a ao tipo de lei matemética de perda de massa. Do ponto de
vista astrofisico, Wood et al. (2002) tém sugerido que, como a actividade
decresce com a idade, é de esperar que a perda de massa também dimi-
nua com o tempo. Em particular, para estrelas tipo solar, sugeriram uma

variagdo dada pela lei de poténcias

M o t—2.0010.52

Aplicada ao caso do Sol suporia que o seu vento estelar no passado

longinquo teria sido 1 000 vezes mais massivo que o actual.

O exponente 7 e a relacdo massa-luminosidade empirica

Os valores de n que Jeans assumiu para a sua lei de perda de massa
baseiam-se na relagdo de massa—luminosidade descoberta por Eddington

que se mostra na Figura 1.14.

Assim, estabeleceu um intervalo de valores possiveis em fung¢do da
massa da estrela. No entanto, da mesma Figura 1.14 se conclui que o
ajuste para massas maiores de 3 M;, foi realizado exclusivamente a partir
de estrelas fora da sequéncia principal, nomeadamente Cefeidas e bindrias

eclipsantes. Respeito a zona de baixas massas falaremos de seguido.

Do ponto de vista actual, a caracteristica essencial das estrelas perten-
centes a sequéncia principal é o facto de estarem numa fase andloga do
seu desenvolvimento e possuirem, portanto, estruturas internas similares.
Nesta fase evolutiva a massa determina a produgédo de energia no interior,
alcangada mediante a fusdo de hidrogénio em hélio, que pela sua vez de-

termina a luminosidade da estrela. Neste contexto observa-se que durante

2Também referida habitualmente na literatura como lei de Jeans-Eddington ou, mais
geralmente, como lei de Eddington-Jeans.
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Figura 1.14: Relagdo de massa—luminosidade teérica frente as observagdes
obtida por Eddington (1924).

a fase de sequéncia principal é verificada a chamada relagdo de massa-
-luminosidade. O ajuste que se mostra na Figura 1.15 foi realizado por
Pogge (2006) a partir de 121 estrelas bindrias para as quais se conhecem
com suficiente certeza as suas massas (Popper 1980). Numa primeira

aproximacdo pode-se ajustar uma funcao

L_(My
Lo \Mo)’
embora um ajuste mais preciso, véalido para M > 0.4 My, d4 um expo-

nente de 3.92 + 0.04 (Pogge 2006).

Outros autores (Unsold e Baschek 2001) fornecem, para estrelas com

M > 0.2 Mg, a férmula empirica
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Figura 1.15: Relagéo de massa-luminosidade empirica. O circulo vermelho
representa a posicao do Sol (Pogge 2006).

L M
log L =38 log M, + 0.08.

Mesmo é possivel aproximar rela¢des com pendentes menores (Schatz-
man e Praderie 1993) para estrelas com massas baixas, n ~ 2.5, e para

estrelas muito massivas, n ~ 1.

Esta relagdo ndo é verificada nem pelas ands brancas nem pelas estrelas
gigantes e supergigantes, situadas na parte inferior e superior, respectiva-
mente, do diagrama HR (ver Fig. 1.16). Assim, as primeiras apresentam
uma massa média de 0.58 M, enquanto as ultimas, situadas em caminhos

evolutivos relativamente diferentes, possuem uma massa média de 1.1 M.
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Figura 1.16: Diagrama HR [Pearson Education, Addison—-Wesley].

O que parece claro é que o exponente n da lei de Jeans deve ser re-
calibrado, especialmente no caso da estrelas de mais baixa massa. Na

Tabela 1.2 recolhem-se os valores dados por Jeans e os que aqui se propdem.

O factor a e a razdo de perda de massa

O outro parametro que aparece na lei de Jeans, o factor a, tem-se vincu-
lado tradicionalmente ao ritmo de perda de massa estelar em unidades

de massas solares por ano. Porém, estritamente, a suas unidades estardo
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Tabela 1.2: VALORES DO EXPONENTE 7 SEGUNDO A MASSA.

Jeans (1924) Prorostos

Massa n | Massa [Mg] n

Alta 14 | >3 1.0-3.0
Média 3.0 | 0.5-3 3.5-4.0
Baixa 4.4 | <05 2.5-3.5

relacionadas com as constantes de proporcionalidade que aparecem em
(1.10) e (1.11), e dependerao do valor do exponente 7.

Em qualquer caso, do ponto de vista pratico serd interessante dispor
de um algoritmo que permitisse obter o valor de a a partir da razdo de
perda de massa estelar, que designaremos por y (em unidades de massas

solares por ano). Para isso seguiremos os seguintes passos:

1. Suporemos que a perda de massa total da estrela para cada par (1, )
na lei de Jeans coincide com a que se obtém supondo que a estrela
perde massa a ritmo constante com velocidade .

2. Igualando ambas as expressdes ao final do periodo de integragdo

considerado obtém-se a equivaléncia de a em fungao de y.

Tendo em conta que a relagdo de massa-luminosidade em que se
baseia a lei de Jeans é vélida apenas para estrelas da sequéncia principal,
consideraremos que o intervalo de integracdo corresponde a vida da estrela
nesta fase. Este periodo, conhecido como escala de tempo nuclear, 7y,
corresponde, para estrelas ndo excessivamente massivas, até 10 My, ao
tempo em que o hidrogénio da parte central da estrela se consome; e pode

aproximar-se mediante (Schatzman e Praderie 1993):
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M -2
7o) = 1.6-10" (M—) anos M < 1.4 M,
5 (1.12)
M
o, =10 (M_o) anos M > 1.2 M,,

ou, de modo aproximado, para qualquer estrela da sequéncia principal:

-25
M
50 ~ 10" (—) anos.
Mo
Os subindices pp e CNO de (1.12) fazem referéncia as duas principais
séries de reacgdes de fusdo nuclear que se produzem no interior das estre-

las.

A primeira delas, a cadeia protdo—protao (pp), é o mecanismo de trans-
formagdo de hidrogénio em hélio para uma estrela com uma massa da
ordem, ou menor, da do Sol. O efeito neto é a conversdo de 4 nucleos de
hidrogénio (protdes) num ntcleo de hélio4. A sequéncia de produgdo
mais comum, que produz um 85% da energia de fusdo liberada pelo Sol é
PPI (ver Fig. 1.17), enquanto as outras duas, PPII e PPIII, apenas produzem

0 15% da energia.

Por outro lado, o ciclo do carbono-nitrogénio—oxigénio (CNO) é o
mecanismo dominante em estrelas mais massivas que o Sol. Inicia-se com
a fusdo de um ntcleo de hidrogénio com outro de carbono-12, o qual
age como catalisador da reaccdo, e continua com a producdo sucessiva
de ntcleos de nitrogénio, carbono e oxigénio (ver Fig. 1.17). A razdo de
que a produgdo de energia mediante esta reaccdo seja desprezivel para
estrelas com massas inferiores a 1.2 M, reside no facto de que para a fusdo
do protdo com o ntcleo de carbono precisam-se energias maiores que as
da cadeia pp e, portanto, temperaturas muito mais elevadas. Estas altas

temperaturas apenas tém lugar no niicleo de estrelas massivas.
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Figura 1.17: Cadeia protdo—protao (esquerda) e ciclo CNO (direita).

Continuando com a determinagdo do pardmetro a, concluimos que a
partir dos parametros de perda de massa de um estrela, em particular, do
ritmo de perda de massa, y, é possivel obter o correspondente valor do
pequeno parametro a que aparece na lei de Jeans.

Para estabelecer o valor de y consideraremos a parametrizacdo de
Nieuwenhuijzen e de Jager (1990) que d4 o valor do ritmo de perda de

massa para qualquer estrela no diagrama HR

1.42 0.16 0.81
. L M R
M =9.6310"5 [—= — — M -1 1.13

(Le) (Me) (Re) oane 1

onde M é o parametro que se denotou por y; por outro lado, M, L e R,
sdo a massa, a luminosidade e o raio da estrela, respectivamente.

Tomando uma série de dados padrdo (M, L e R) para estrelas de idade
zero da sequéncia principal (Karttunen et al. 2000) construimos a Tabela 1.3.
Nela aparecem os valores de y obtidos tendo em conta a parametrizacdo
(1.13) e os correspondentes a « alcangados apds aplicarmos os passos des-
critos ao comeco desta seccdo.
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Tabela 1.3: PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS E RITMOS DE PERDA DE MASSA PARA ESTRE-
LAS DE IDADE ZERO DA SEQUﬁNCIA PRINCIPAL.

M[M,] L[Ls] R[Rs] 73 [10°anos] y[Msano™!] a n

0.5 0.038 0.44 64 000 810718 51077 25
1.0 0.74 0.87 16 000 11071 1-1071 4.0
1.5 54 1.2 3000 2107 5107 35
3 93 1.7 400 2:10712 4107 35
5 630 2.2 80 41071 31071 3.0
9 4500 3.5 14 1-107° 1-10711 2.0
15 21000 4.7 3 1-10°8 21071 1.5
30 140000 6.6 0.4 3-1077 1107 1.0

Assumindo que estes casos sdo o suficientemente representativos fa-
zemos um ajuste mediante o método de minimos qudrados a fim de obter
o parametro o que aparece na lei de Jeans em fungdo do ritmo de perda
de massa y. Na Figura 1.18 representam-se os logaritmos dos valores da

Tabela 1.3 e a curva ctibica que melhor os ajusta:

loga=a+blogy+clog’y +dlog’y, (1.14)
sendo
a =9.86,
b =4.09,
c=0.247,
d = 0.00569.
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Figura 1.18: Relagéo entre y e a. A curva corresponde ao ajuste dado em (1.14).

1.5.2 O efeito periastro

E sabido que em sistemas bindrios fechados as forcas de maré provocam
a circularizacdo da 6rbita (Zahn 1977, 1989; Zahn e Bouchet 1989) numa
escala de tempo denominada tempo de circularizagdo (Verbunt e Phinney
1995)

e
Teirc = —%»
e

onde e é a excentricidade e é representa a sua variagdo temporal.

Apesar disso, em certos sistemas bindrios fortemente interactuantes
onde existe uma estrela gigante evoluida que perde massa, observaram-
-se, inesperadamente, excentricidades relativamente altas (0.1 < e < 0.4).
Para explicar este fenémeno postulou-se um eventual incremento da perda

de massa nas passagens pelo periastro como um mecanismo de aumento
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da excentricidade numa escala de tempo mais curta que a circularizagdo
(Soker 2000).

Contudo, esta ideia de ligar a perda de massa descontinua com o au-
mento da excentricidade ndo é nova. Em outro contexto, o das explosdes de
novas classicas, j4 Edwards e Pringle (1987) consideraram que as expulsoes
de massa que aconteciam durante estes episdédios conduziam a geracdo de
uma pequena excentricidade na érbita do sistema. J4 anteriormente Mar-
tin (1964) tinha proposto uma lei dependente da distancia que apresentava

aumentos da perda de massa no periastro do tipo

Também existem sistemas bindrios fechados que sugerem um aumento
da massa ejectada quando a época de méxima velocidade de expansao da

fotosfera coincide com a época de passagem pelo periastro (Valls-Gabaud
1988).

Contudo, o tratamento matemaético que até o momento se tem dado a
este problema nao é em absoluto satisfatorio e algumas das aproximagoes
inclusive carecem do rigor suficiente. Por esta razdo, nos taltimos anos, te-
mos analisado este problema com o intuito de levar a cabo uma formulagdo

do mesmo no contexto do problema de Gyldén-Mescerskij.

Consideraremos, basicamente, um sistema bindrio em que sobreposta
a perda de massa temporal existe uma outra componente de tipo gravita-
cional. Assim, a sua grandeza dependerd fundamentalmente da distancia
entre as duas estrelas, embora também, em menor medida, de outros fac-
tores como a propria massa da estrela, o seu raio, a sua classe espectral,
etc. No caso habitual de que o sistema apresente certa excentricidade,
entdo o seu efeito serd maior no lugar da érbita onde a distancia entre as
componentes é minima, isto é, no periastro. Daf que, tradicionalmente, se
tenha denominado este fenémeno como ‘efeito periastro’, apesar de que

uma denominacdo mais adequada seja talvez a de “efeito de proximidade’,
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dada a sua dependéncia fundamental com a distancia. Contudo, neste
trabalho, manteremos a denominacdo mais habitual, utilizando assim o
nome de efeito periastro para nos referir, por extensdo, ao fenémeno de
perda de massa adicional de tipo gravitacional que se produz em sistemas

bindrios (independentemente da excentricidade do sistema).

O problema sera abordado utilizando, ora métodos analiticos tipicos
da formulagdo hamiltoniana, como sdo as técnicas perturbativas baseadas
em transformagdes de Lie, ora métodos numéricos tipo Runge-Kutta. Os
resultados obtidos tém sido ja difundidos em diversas reunides cientifi-
cas e publica¢des (Andrade e Docobo 2001, 2002; Docobo 2003; Andrade
e Docobo 2003a,b). Como um dos resultados mais notaveis esta o de
demonstrar, no trabalho intitulado Orbital Dynamics Analysis of Binary Sys-
tems in Mass-Loss Scenarios (Andrade e Docobo 2003b), que este fenémeno
pode produzir variagdes seculares na excentricidade que eventualmente
conduziriam a rotura do sistema, sobretudo no caso de sistemas altamente
excéntricos. Alids, também se tem estudado a estabilidade orbital, nomea-
damente para sistemas estelares triplos, considerando o efeito que a perda
de massa tem sobre os critérios de estabilidade mais utilizados para esta

classe de sistemas (Andrade e Docobo 2004).

Como veremos em detalhe, uma das consequéncias mais importantes
do ponto de vista dindmico de algumas destas leis de perda de massa é a
criagdo de variag¢des seculares na evolugdo temporal dos elementos orbitais.
Pela sua vez, estas varia¢des influem nas propriedades fisicas da estrelas,
como poderia ser o caso do magnetismo nas estrelas tipo Ap, estrelas da
classe espectral B9-A0 com intensos campos dipolares magnéticos cujo eixo

estd inclinado com respeito ao eixo de rotagdo (Budaj 1999).



52 1. O PROBLEMA DE MASSA VARIAVEL E O FENOMENO DE PERDA DE MASSA ESTELAR




Capitulo 2

O problema de
Gyldén—Mescerskij perturbado

s

“Seek simplicity and distrust it.

AvLFRED WHITEHEAD (1861-1947)

2.1 Introducao

As equagdes do movimento de um problema de dois corpos com massa
dependente do tempo, o conhecido como problema de Gyldén-Mescerskij,
sdo obtidas na sua formulacao hamiltoniana considerando diferentes cena-

rios perturbados:

i) ‘Efeito periastro” Produz-se umincremento adicional da perda de massa
por interacgdo gravitacional que, em sistemas excéntricos, serd mais
intensa nas proximidades do periastro.

Consideram-se leis de perda de massa com efeito periastro em fungao

* “Procura a simplicidade e, depois, desconfia dela.” The Concept of Nature, 1926.
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de certo pequeno parametro § que dara conta da intensidade desta

perturbacao.

ii) Componentes elipsoidais Normalmente, as estrelas estardo rotando
com certa velocidade angular que, em geral, ndo serd a mesma para
cada uma. Se uma delas é um rotador rdpido, adquirird forma elip-
soidal.

Outro caso que pode ser modelado neste contexto é o de um disco de
acrecdo massivo em que se considera o conjunto estrela+disco como
um Unico objecto com forma achatada.

Considera-se a segunda ordem do desenvolvimento do potencial
gravitacional em série de harmonicos esféricos tomando o factor de

forma dinamico J, como pequeno parametro.

iii) Efeitos relativistas Sobretudo em sistemas fechados serd necessério
considerar termos relativistas no potencial gravitacional. Realiza-se
uma aproximacdo pés—newtoniana tomando como pequeno parame-

tro o inverso ao quadrado da velocidade da luz ¢ ™.

iv) Outras classes de perturba¢des Analisam-se um problema de massa
ndo estaciondria com uma perturbacdo dependente do argumento
da latitude e um problema de massa varidvel com uma perturbagdo

na direc¢do da velocidade orbital.

A formulagédo do efeito periastro realiza-se no contexto do problema de
Gyldén-Mescerskij, de modo que, a perda de massa dependente do tempo,

se considera sobreposta uma perda adicional em funcdo da distancia.

Por outro lado, as perturbagdes produzidas pelo achatamento polar
de alguma das componentes e os efeitos relativistas obtém-se para massa
estaciondria. Serd no Capitulo 4, quando se exponham as aplicagdes prati-
cas, onde se terd em conta a variabilidade da massa também nestes casos

perturbados.
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2.2 Formula¢dao hamiltoniana

Existem diversos conjuntos de varidveis apropriadas para tratar esta classe
de problemas, nomeadamente sistemas de varidveis canénicas. Neste es-
tudo far-se-a uso de dois desses sistemas que a seguir se passam a descre-

ver:

Variaveis polares—nodais (7, 6, v; p,, po, pv): foram introduzidas por Ja-
cobi e utilizadas explicitamente mais tarde por Whittaker!. Podem-
-se construir a partir das varidveis cartesianas usuais mediante uma
transformagdo de Mathieu ou mediante uma extensdo canénica a
partir de coordenadas cartesianas rectangulares.
Ha que ter em conta que ndo resultam adequadas para estudar certas
trajectorias: colisdes (r = 0), orbitas rectilineas (pg = 0) ou O6rbitas
equatoriais (po = |pl) -

e 7 é a distancia radial desde o centro de massas até o mobil.

e 0 ¢é o argumento da latitude do mébil.

e v representa o angulo do nodo ascendente.

e p, é a velocidade radial do mobil.

e pg representa 0 médulo do vector momento angular.

e p, é a componente polar do vector momento angular.
Para movimentos ndo perturbados: os momentos p, e pp e 0 angulo
do nodo v sdo constantes; a distancia radial r e a velocidade radial
p, variam periodicamente; e o argumento da latitude 6 é uma sobre-
posicdo de uma funcdo linear do tempo e um termo periédico. Em

todos os casos as variagdes periddicas sdo pequenas, proporcionais a

excentricidade.

L Até h4 relativamente pouco tempo o0 nome mais habitual era o de varidveis de Hill
ou varidveis de Hill-Whittaker.



56 2. O PrROBLEMA DE GYLDEN—MESCERSKI] PERTURBADO

Variaveis de Delaunay (¢, g, h; L, G, H): constituem um conjunto de va-
ridveis accdo—angulo definidas a partir das anteriores mediante uma
transformagdo candnica de contacto onde a funcdo geratriz é uma
solucdo particular da equacdo de Hamilton—Jacobi.

Sdo um dos sistemas de varidveis mais utilizados em mecanica ce-
leste devido, sobretudo, a que a expressdo da fungdo hamiltoniana
do problema de Kepler apresenta uma forma muito simplificada.
Porém, estas varidveis também ndo sdo apropriadas para colisdes,

Orbitas rectilineas, 6rbitas equatoriais nem 6rbitas circulares.

e { éa denominada anomalia média.

e ¢ é o argumento do periastro, § = 0 — f (sendo f a anomalia

verdadeira).

h é o angulo donodo, h = v.

L estd relacionadas com a energia do sistema mediante

2
Th=p
corpos).

(onde H, é a hamiltoniana do problema de dois
e G é o médulo do momento angular, G = py.
e [ é a componente polar do momento angular, H = p,.

A hamiltoniana do problema expressar-se-a4 em varidveis polares—no-

dais como

H = Hy(r, 0, v; pr, popu; u(®) + P (B, Jo, c2),

sendo

7

1 Po\ wu®)
7_(0 (T,' Prr Pos [J(t)) = E (p% + r—g) - HT

a hamiltoniana do problema de Gyldén-Mes¢erskij. A fungdo pertur-
badora P para cada problema perturbado serd a que se obterd nas seguintes

secgOes deste capitulo.
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2.3 Perturbacoes por efeito periastro

2.3.1 Hipbtese

No Capitulo 1 descrevemos certas divergéncias que se observam em siste-
mas binarios fechados, nomeadamente excentricidades relativamente altas
onde, pela accdo das forcas de maré, seria de esperar uma 6rbita pratica-
mente circular. Perante a evidéncia observacional supomos que deve exis-
tir algum mecanismo de incremento da excentricidade que contra-arreste
os processos de circularizacdo conhecidos ja desde ha tempo (Zahn 1977,
1989; Zahn e Bouchet 1989) mantendo assim a excentricidade do sistema

num intervalo de valores relativamente alto.

Propde-se que este mecanismo consiste, basicamente, num incremento
da perda de massa por efeito gravitacional, de maneira que, para siste-
mas excéntricos, seja mais importante nas proximidades do periastro (ver
Fig. 2.1). Sustentamos esta hip6tese no facto de que num sistema fechado,
e mais ainda no caso de estrelas muito massivas, o efeito gravitacional
sobre o material que se encontra na superficie estelar ndo é em absoluto
desprezivel. Esta intensificacdo da interac¢do gravitacional estimulara a
perda de massa de uma ou das duas componentes, dependendo da sua
morfologia, aumentando a perda de massa em forma de ventos estelares.
Do mesmo modo, a medida que as estrelas se afastam para o apoastro, esta

componente da perda de massa diminuira.

O efeito periastro serd, portanto, mais relevante em sistemas bindrios
que apresentem menores separagdes entre ambas componentes. De facto,
deve verificar-se § — 0 quando @ — oo. A intensidade deste efeito de-
pendera da grandeza do parametro e, em menor medida, vird também
caracterizada por outros factores tal e como se expus no Capitulo 1. Em

geral, considerar-se-4 uma dependéncia da forma:

1
po—

a
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Figura 2.1: Representacéo do efeito periastro num sistema excéntrico.

Na prética, tal incremento da perda de massa por efeito periastro deve
supor-se sobreposto a perda de massa dependente do tempo em forma de
ventos estelares. Desta maneira, dependendo de qual das componentes
seja a predominante, do ponto de vista da dinamica orbital, o que teremos
serd um problema de Gyldén-Mescerskij perturbado pelo efeito periastro
ou efeito periastro com perda de massa dependente do tempo (ver Tab. 2.1).
De facto, a formulacdo numérica que utilizaremos permitird um tratamento

simétrico de ambas as variagdes de massa.

Tabela 2.1: TiPOLOGIA DO PROBLEMA DE DOIS CORPOS (ONDE [ £ O PARAMETRO GRAVI-
TACIONAL, f O TEMPO E ' A DISTANCIA).

Kepler u
Gyldén-Mescerskij u(t)
Gyldén—-Mescerskij + efeito periastro  u(t, r)
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2.3.2 Leis de perda de massa com efeito periastro

A classe de leis de perda de massa que ddo conta do efeito periastro é relati-
vamente extensa, mas esta investigagdo centra-se no estudo de aquelas que
dao lugar anovos comportamentos na evolugdo dos elementos orbitais, tais
como a variagdo secular da excentricidade. Estas caracterizam-se pela sua

dependéncia com a distdncia e 0o momento angular do sistema (varidvel).

Uma lei relativamente simples desta classe que, alids, produz varia¢des

seculares nos elementos orbitais é a seguinte (Andrade e Docobo 2003a,b)

05 pos 1) = = () - @z 20— B3, 2.1)

onde o primeiro termo representa a perda de massa dependente do
tempo para a primeira componente, e de maneira andloga o seguinte termo
para a segunda. Consideraremos que cada uma delas vem dada pela lei de
Jeans, onde () e ux(t) sdo fungdes do tempo, uniformemente decrescen-
tes, continuas e diferenciaveis; a1, a,, 11 e 1, sdo quatro nameros reais, 0s
dois pequenos parametros, a; e @, proximos a zero e os dois exponentes,
1y e ny, entre 1 e 4, aproximadamente. Por tiltimo, o terceiro termo introduz
o efeito periastro, onde r é a distancia entre ambas as componentes, py 0

momento angular do sistema e f outro pequeno parametro préximo a zero.

Assim, na expressdo (2.1), se p = 0, a perda de massa do sistema sera
exclusivamente dependente do tempo, via a lei de Jeans. No caso mais
geral, teremos uma lei de perda de massa dependente do tempo mediante
a lei de Jeans, do momento angular do sistema e do inverso ao quadrado
da distancia. Uma andlise de (2.1) permite inferir que serd precisamente o
valor dos pequenos parametros a;, a; e f 0 que, além de fixar a ordem da
perda de massa, determinara qual das suas componentes predominard. A
perda de massa do sistema deixard, portanto, de ser unicamente em funcao

explicita do tempo.

Em resumo, com a lei relativamente simples (2.1) sera possivel caracte-

rizar suficientemente o movimento e a evolugdo dos elementos orbitais de
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sistemas submetidos a perda de massa dependente do tempo mais efeito

periastro.

2.3.3 Formulag¢ao hamiltoniana

A hamiltoniana do problema expressar-se-4 em varidveis polares—nodais

como
H = H (r; pr, po; w(t) + P (1; po), 2.2)
sendo
(., Po\  u®)
Ho (15 pro po; w()) = 5|7+ 5| ==,
0
P(T‘, p@) = ‘3 ?’

onde H, é a hamiltoniana do problema de Gyldén—-Mescerskij e P a

perturbacdo por efeito periastro.

Esta classe de hamiltonianas ndo sdo abordédveis mediante técnicas
analiticas baseadas em transformacdes de Lie, de modo que, no Capitulo 4,
levaremos a cabo a sua integragdo numérica indicando, no entanto, outras

possiveis vias quanto ao tratamento analitico.

Existe certa analogia entre este processo e a perda de energia que sofre
um satélite artificial ao atravessar a atmosfera terrestre (ver Fig. 2.2). Ndo
obstante, neste tltimo caso sim resulta possivel aplicar técnicas baseadas
em transformagdes de Lie (para sistemas ndo canénicos) como, por exem-
plo, no estudo analitico de 6rbitas de transferéncia geoestaciondria (Barrio
e Palacian 2003).
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Figura 2.2: Representagdo do atrito atmosférico que sofre um satélite artificial
na atmosfera terrestre.

2.4 Componentes elipsoidais

2.4.1 Morfologia estelar

A forma das estrelas pode ver-se deformada com respeito a simetria de

uma esfera perfeita fundamentalmente por duas razdes:

e [nteracgio gravitacional: Num sistema binario fechado as intensas for-
cas de maré provocam desvios da esfericidade que, em geral, ndo sdo

simétricos com respeito ao equador.

e Rotagdo rdpida: A forga centrifuga provoca um deslocamento da massa

que origina formas elipsoidais equatorialmente simétricas.

2.4.2 Desenvolvimento do potencial em série de harmoni-

cos esféricos

A geometria do campo gravitacional externo de um corpo com simetria
aproximadamente esférica pode ser desenvolvido em série convergente de
harménicos esféricos como uma solugdo especial da equacdo diferencial
de Laplace (Cid e Ferrer 1997; Torge 2001)
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na forma

R n
(7) [CycosmA + S, senmA] P, (cos )|,

onde o primeiro termo (grau zero) é o potencial de uma esfera homo-
génea. R é o raio equatorial médio do corpo, P, sdo os polinémios de
Legendre associados de grau n e ordem m, A alongitude e 9 é a co-latitude.
Alids, os integrais de massa Cy,, € S, que se denominam coeficientes dos

harmonicos esféricos, classificam-se, segundo o grau e a ordem, em:

e Harmonicos zonais (m = 0).
e Harmonicos tesserais (1 < m < n).

e Harmonicos sectoriais (n = m).

Na pratica todos estes coeficientes tomam valores reais que depende-
rdo das inomogeneidades que apresente o potencial gravitacional do corpo.
No caso em que o seu achatamento polar seja notavel cobrardo especial
importancia os harmoénicos esféricos zonais (como é habitual, os coefi-
cientes correspondentes denotar-se-do como |, = —C,9). Em particular,
consideraremos o denominado factor? de forma dinadmico J,. Para ter em
conta outros efeitos, inclusive aqueles que rompem a simetria equatorial,
serd preciso considerar harmoénicos esféricos de graus e ordens superiores.
Assim, por exemplo, o harmoénico correspondente a J3 pode interpretar-
-se geometricamente como uma diferenca entre o achatamento polar nos

hemisférios norte e sul.

ZPor exemplo, no caso da Terra o harmoénico esférico mais importante é o correspon-
dente a [, umas 1000 vezes maior que o resto.
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Neste trabalho considerar-se-a o potencial de um corpo com simetria
equatorial sem ter em conta desvios de tipo axial. Em particular, restringir-
-nos-emos ao problema zonal com J,, desprezando multipolos de ordem
superior®. Contudo, no caso de ser precisos harmoénicos de grau e ordem

superior, o tratamento analitico seria similar ao que aqui se desenvolve.

Em resumo, o potencial gravitacional que consideraremos vira dado

por

V= % [1 - (%)2 1A (% sen’isen’ O — %)] , (2.3)

onde, por razdes que tém a ver com a escolha do centro do sistema de
referéncia no centro de massas, os coeficientes dos harmonicos esféricos

de grau 1 sdo nulos.

2.5 Efeitos relativistas

2.5.1 Aproximacdao pés—-newtoniana

O movimento de dois corpos massivos no campo gravitacional mutuo
foi obtido por primeira vez por Einstein, Infeld e Hoffmann (1938) (EIH)
e posteriormente refinado e simplificado por Einstein e Infeld (1949). A
precisdo obtida foi a da primeira aproximagdo pés—-newtoniana da teoria da
relatividade geral —ver, por exemplo, Logunov e Mestvirishvili (1989)—,
a qual se caracteriza pelo facto de as equagdes EIH se reduzirem as de
Newton no limite ¢ — co. Do ponto de vista matematico esta reducdo
denomina-se contracgdo da dlgebra de Lorentz a de Galileu, e estuda-se na

teoria de deformagdes de algebras de Lie* .

30 que na teoria do satélite artificial se denomina ‘Problema Principal’.

4Uma redugao similar acontece na mecanica quantica quando /i — 0, contraindo-se a
algebra de Lie de operadores quanticos a dlgebra comutativa de fun¢des sobre o espago
de fases.
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2.5.2 Lagrangiana do movimento relativo de dois corpos

(massivos)

A lagrangiana do sistema vem dada por

L=Ly+ Loy, (2.4)

sendo Ly o contributo newtoniano e Lpy a primeira aproximagao pos-

-newtoniana da teoria da relatividade geral, onde se verifica

-LPNN 1

Ly &

Recentemente, a terceira aproximagdo pés—newtoniana para duas mas-
sas pontuais tem sido derivada utilizando metodologias diferentes por
dois grupos independentes (Damour, Jaranowski e Schéfer 2000; Blanchet
e Faye 2000) e provada a sua equivaléncia (Damour, Jaranowski e Schéfer
2001). No entanto, neste trabalho utilizar-se-4 a primeira aproximagao p6s-
-newtoniana para objectos ndo pontuais, a qual d4 conta, com a suficiente
precisdo, dos efeitos relativistas mais relevantes para a dindmica de um

sistema estelar.

A lagrangriana para o movimento de uma particula de prova m; no
campo gravitacional externo gerado por outra particula m; obtém-se a

partir de (2.4) segundo

£ = lim (i) (2.5)

my—0 \ 1y

E possivel obter £, a partir de um principio variacional (Richardson e

Kelly 1988) de modo que
S2
0 f ds =0, (2.6)
51
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onde ds é o intervalo espagco-temporal invariante

ds = /g dxtdxy,

sendo g, 0 tensor métrico de Riemann do campo gravitacional externo
definido no continuo espago—temporal de quatro dimensées x*. Como
é habitual, segue-se a notacdo de Einstein em que os indices repetidos

indicam soma sobre 0s mesmos.

No caso de que o campo gravitacional seja fraco é possivel descompor
o tensor de Riemann como
S = Ny + hyw (27)

sendo 1, 0 tensor métricol de Minkowski do espago vazio da relativi-

dade especial com as componentes

Mo = 1,
nox = 0, (2.8)
Nk = —Oi,

e hy, a métrica que da conta dos desvios a respeito do espago vazio e

que verifica
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A ultima destas propriedades permite gerar hyv e, portanto, também

. . 1 .
Suv, cOmo uma série de poténcias de —, a partir da qual se obtém as equagdes
c

do problema de dois corpos em aproximagdo pds—newtoniana.

Parametrizando as trajectérias espago—temporais x” por meio de x° = ct,

a equacao (2.6) pode escrever-se como

% [ ds ! dx* dx¥ :
6‘[4;) (dxo)dx 0= 6‘[(9 (g”vclxo dxo) dx’ = 0.

Esta ndo é mais que a acgdo do sistema, que em termos de  se expressa

15}
(Sf .£2 dt = 0,
5]

sendo o integrando a lagrangiana

como

&d_aci+gijdxidxj%
cdt crdtdt)’

L = (goo +2

onde, gragas a (2.7) e (2.8), o tensor de Riemann é substituido por

Qoo = 1+ hgy,
Soi = hoi,
ij = —0i+hi.
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Por razdes de consisténcia entre a teoria geral da relatividade e a teoria

. . . 1
newtoniana cldssica, as expansdes em fungdo de — das componentes de .,
c
devem ter a seguinte forma

@ @
hoo hoo

]’100 = C—2+C—4+...,
h(3.) h(?)
_ Mo Mo
hoi = > + = +...,
hi]' = C—2+C—4+....

Obtém-se assim a lagrangiana

1
1 dx' dx! hoidx' hijdxt dx/\?
= [1-===+hp+2——+—==——]| =
L2 ( cdt dt T Tcdt 2 dtdt
1 1( i Low 2. 0., 1, @,
= 3 c2+§(—xlxl+h§0+c—2h00+c—2h0i xl+c—2hi]. xle)

—% [(xixf)z + (hg;)z - 2hffo)xfxl] ] +0 (014) .

Reescalando por —c? e ordenando termos

Ll Lo 1w o000, 1@

Lz = Exlx — EhOO — Z_CZ[hOO +2h01.x +hij Xt

Lo oo, Lo 1
—Z(XX) _Z(hOO) +§hOOXX]+O(C—4). (29)
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Seguindo o procedimento de Landau e Lifshitz (1962) obtém-se

2Gm1

h(z) - _ ,

00 r . .
h(4) — > (Gm1 )2 B 3Gm117)1 . ;7’1

0 r v
e 7Gmyx) N Gmy (71 ’ ?)yll

0 2r 273 ’
h(Z) _ _2(31'ij1

ij - 7 :

Finalmente, dado que a lagrangiana .L; para o corpo 1 se pode obter
tendo em conta que (2.9) é invariante sob a transformagéo m;7; = my#; e
que se deve verificar (2.5) e a correspondente relagdo para m;, obtém-se a

lagrangiana do movimento relativo das duas massas

1'—)—) H 1-30 52 1 2

L= gt g 0 - 5a(f)

H o5 0 (5 52 1
+w[(3+0)1"1’+r—2(1"7)]+0(c—4), (210)

onde

G (ml + mZ)l

=
Il

ny mp

(my + mp)*

Tomando o = 0 recupera-se a lagrangiana de Schwarzschild para o

movimento de uma particula de prova sem massa.



2.6. O PROBLEMA DE DOIS CORPOS ELIPSOIDAIS EM APROXIMAQAO POS—NEWTONIANA 69

2.6 O problema de dois corpos elipsoidais em

aproximacao pds—newtoniana

Dada a natureza destas duas perturba¢des: componentes elipsoidais e

efeitos relativistas no potencial gravitacional, realizaremos a sua anélise

conjuntamente. Desse modo, utilizaremos a primeira aproximagdo pds-

-newtoniana para estudar o movimento de dois corpos massivos (Richard-

son e Kelly 1988), considerando o caso em que um dos corpos nao é esférico,

sendo que apresenta certo achatamento polar (Heimberger, Soffel e Ruder

1990).

A hamiltoniana do problema vird dada por

(o0}

01

02

03

1 v
ﬁz—V—C—z[00;74+01V7;72+02V2+03ﬁ(r-ﬁ)2], (2.11)

1-30
8

3+0
2

1

(2.12)

g
2

Hi H2
(11 + p12)*

O potencial gravitacional V é o definido em (2.3), enquanto a lagrangi-

ana L é a obtida em (2.10).
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Resulta conveniente obter a hamiltoniana expressada em fun¢do de um
conjunto de varidveis candnicas conjugadas: as varidveis accdo—angulo,
onde as varidveis ac¢do serdo constantes do movimento e as variaveis

angulo aumentardo linearmente com o tempo.

Em particular, a parte perturbativa correspondente ao |, vird dada por

_ BRZ(B o o 1) _
V, = —]zr—B(Esenzsen Q_E)_

4 p2 3
- ”R(E)P 2;_ 3 cen?i _1]_
o5 (7) |gsen’i— gsen’icos(26) - 5| =

p* R? (5)3 ll 3H> 3
r

HZ
—]2 I 1—15—1(1—§)C082(f+g)] (213)

Substituindo (2.13) em (2.11) e desprezando todos os termos que se
desviam da simetria axial, multipolos em momentos de ordens superiores

e termos maiores a segunda ordem no factor de forma dinamico J, obtém-se

R? (3 1
%4_]2#7 (—senzisenze— —)

_2_
P 2 2

N[ =

1 1 H 5 Mz Hoo 2
—C—ZIGQP +01?P +02r—2+03ﬁ(7"ﬁ)
2
3 2. 9 1
+]2C—2 (—sen isen 6—5)-

2

2
'[Olr%ﬁa+202% +G3rﬁ5(?‘ﬁ)z].
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Utilizando a relacao

Lo, 2
PrP=a "0
onde
1— 2
M =a(l —ecosE),
1+ecosf
L2
a = —,
u
GZ
2 _
e =1 ?,
e também
er
rp= % sen f,
ao fazer as substituicbes necessdrias obtém-se a hamiltoniana deste
problema
2 4192 3 2 2
_ R (E) 1_3H 3 _H
H o= 2n 5 7) [a71e 2\l -q)cos2+9)
1t L2 a a\?
—Cj%lﬁo +|(—409—01+03 (@ — 1)sen2f] ;+(400+201 +(72) (;) ]
LuR*[1 3H? 3 H?
N Pt Rare R
L2 > | fay? a\*
l —01 + 03{.1(@ - 1) sen fl (;) +2 (01 + 07) (;) ], (2.14)

onde f e % sdo funcoes de ¢, L e G.
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2
¢ ~

O termo ——— representa a ordem zero, enquanto a ordenagdo para
212

o resto de termos segundo a ordem ndo é tdo evidente como no caso
do problema do satélite’, por citar uma analogia. Em geral, podem-se

considerar duas situagoes:

1. Se ], é relativamente pequeno, entdo os termos correspondentes a |,
e ¢ representam a primeira ordem, enquanto o termo J, - c™* seria a

segunda ordem.

2. Se |, é grande, entdo este termo seria a primeira ordem, c?a segunda

e |, - c7? a terceira.

2.7 Outras classes de perturbacdes

2.7.1 Forgas perturbativas na direccio do movimento orbi-
tal

Esquema perturbativo de Hadjidemetriou

Asequacdes de Lagrange, que fornecem a variagdo temporal dos elementos
orbitais, foram obtidas mediante técnicas perturbativas para o problema de
Gyldén-Mescerskij por Hadjidemetriou (1963). De seguido realizaremos
um sumadrio da sua metodologia, uma extensdo da qual seerd aplicada

posteriormente a um caso perturbado do problema de Gyldén-Mescerskij.

O que ele faz é considerar o problema de dois corpos com massa lenta-
mente decrescente como um problema de Kepler perturbado para o qual
determina a aceleracdo que a forca perturbadora origina. Posteriormente
substitui as suas componentes nas conhecidas equag¢des de Gauss da teoria

de perturbacdes.

5Para a Terra, J» = 1.08263 - 1073 no World Geodetic System 1984.
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Supde-se o movimento relativo de um ponto material P, em redor a

outro P;. Quando a massa é constante, a Orbita define-se mediante

.
r=-—=T7,

que se corresponde com a equagdo de uma cénica (uma elipse no caso
ligado). Porém, se a massa decresce, a Orbita agora perturbada ja ndo

voltard a descrever mais uma elipse.

Partindo de um instante t = f; em que P, se desloca com velocidade
relativa U, se a massa se faz constante, o raio vector 7, o vector velocidade
U e a massa y definem um orbita representada por uma cénica ¢ (6rbita
osculatriz). Mas se a massa varia a trajectéria seria c;, como se mostra na
Figura 2.3.

Figura 2.3: Esquema da posicao inicial da estrela no ponto A deslocando-se
com velocidade ¢ com respeito a outra componente O (Hadjidemetriou 1963).

Se agora se estabelece um vector velocidade v que verifica:

1. @(to) = d(to)

2. Uy deveser tal que se P, se deslocasse com tal velocidade entdo, apesar

do facto de que a massa total varie, a 6rbita sempre seria idéntica a
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Orbita osculatriz em t = t;, isto €, 0 semieixo maior e a excentricidade

devem permanecer constantes.

A velocidade 7 depende do tempo através de 7'e de p

ai(t) = T [1A1), u()],
com a aceleracdo dada por
ne dt - ot u=cte ot 7:cte.

O primeiro termo é o vector aceleracdo se a massa fosse constante, e

corresponde a atraccdo gravitacional

86)1 _ H(tO) -
(y)uzcte - _1’3(t0) rtho)

O outro somando representa a variacdo de velocidade se admitimos
que a massa varia permanecendo os restantes elementos constantes. Para
compreender isto, suponha-se um conjunto de 6rbitas idénticas orientadas
de tal maneira que os seus semieixos maiores sejam paralelos e que, no
instante t = t), todas as componentes ocupem a mesma posicdo relativa
nas suas Orbitas. Isto implica que se todas as 6rbitas estdo sobrepostas, as
posigdes e as direc¢des das velocidades de todas as componentes coinci-
dirdo. Porém, se as massas variam, os modulos dos vectores velocidade

seriam diferentes, ja que vém dados pela relacdo

v’ =p (E -~ 1). (2.15)

-

. Jv . ~ .
Pode-se assim obter o termo | —— derivando a expressdo anterior
r=cte

ot

do dy (2 1 dv 1d
2”%‘%(?7)=>E‘EEG““)”'
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donde se obtém

2% R 9
(E)?’:cte,t:to B E la(ln H)]t_ v(tO).

=t

Este termo corresponde a perturbacdo que se esta a procurar, ja que
é o responsavel do afastamento da érbita kepleriana em t = t;. Como o
razoamento é valido para qualquer ¢, a perturbacdo que produz a variagdo
isotrépica da massa do sistema sera

> 1 a(t) |
P=—= 0l d. (2.16)
2 u(t)
Quer dizer, a perda isotrépica de massa de um sistema bindrio é equi-
valente a uma forca que impulsa o corpo em sentido tangente a sua 6rbita
proporcionalmente a velocidade do movimento e a derivada logaritmica

da massa.

Ao substituir esta forca perturbativa nas equagdes que fornecem a
variagdo dos elementos orbitais dadas por Contopoulos (1959), Hadjideme-
triou obteve as equagdes de Lagrange correspondentes ao problema de
Gyldén—-Mescerskij.

Aplica¢do a um problema de perda de massa em fung¢ao do tempo e da
posicao na 6rbita

Hadjidemetriou (1966b) demonstrou que alguns problemas cuja forca per-
turbadora depende da distdncia se podem transformar equivalentemente
num problema de dois corpos com massa varidvel, dependente exclusiva-

mente do tempo, e aplicar assim os resultados cldssicos da teoria.

Neste contexto suponhamos que num sistema bindrio a massa total

varia de acordo com a lei de perda de massa definida em § 2.3 segundo

ﬂmpmﬂ=ﬂm—ﬁ%, (2.17)
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onde o primeiro termo, o da perda de massa em func¢do unicamente do

tempo, vem dado pela lei de Jeans

it = —a (9.

Se consideramos que a perda de massa é isotrdpica e substituimos
(2.17) em (2.16) obteremos a correspondente forca perturbativa produzida

pela perda de massa dependente do tempo

T R
P23 w0 wort|”

O primeiro termo é similar ao obtido por Hadjidemetriou (1963) para
o problema de Gyldén-MeScerskij. Alids, aparece um novo contributo
também na direc¢do da velocidade orbital, que é directamente proporcional
ao momento angular do sistema e inversamente proporcional ao quadrado
da distancia e a massa total do sistema. Formalmente este termo supde
uma perturbagdo ao anterior, j& que no caso em que o pequeno parametro
f seja nulo recupera-se a expressao de Hadjidemetriou para o problema de

Gyldén—-Mescerskij.

Para obter as variacdes dos elementos orbitais devidas a esta forca

tangencial ha que resolver o sistema (Contopoulos 1959)

d 2va?

da _ 2va P,

dt U

de 2(1—¢?) cosE P

de _ Z 2.18
dt l—ecosE v ( )
d_a) B 2V1-¢2 senE f

ar e 1—ecosE v’

onde P é o moédulo da forga perturbativa, considerada positiva na

direccdo do movimento, e E a anomalia excéntrica.
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A forga perturbativa pode-se descompor em duas partes, de maneira
que uma é a responsdvel da perda de massa dependente do tempo segundo
o problema de Gyldén-Mescerskij

2 _ 1 }’l(t) -
PGM - 7 ‘Ll(t,e) 0,

enquanto a outra da conta da perda de massa em fun¢do da posi¢do na

Orbita

> 1

P2 ut et 1)

Para o calculo das variagdes seculares por revolucdo dos elementos
orbitais integra-se sobre a varidvel anomalia verdadeira ao longo de uma

revolucdo:

1 (7 do
Ao = — —d
2n Jy 9df f
onde ¢ representa qualquer dos elementos orbitais. Distinguiremos
entre a variacdo secular por revolugdo devida ao termo do problema de
Gyldén-Mescerskij e a devida a perturbacdo, Aogy e Aop, respectivamente.

A variacdo secular total sera

Ao = Aogy + Aop.

As variagdes seculares dos elementos orbitais devidos a componente
P foram obtidos por Hadjidemetriou (1963) num artigo que apresenta al-

guns erros tipogréficos. A partir das equagdes de Lagrange, considerando

t
que o movimento da linhas das apsides @ é desprezivel, obteve
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Ny = —2md—" f1(t)

e Vi—e 1)

(sem corrigir),

AEGM = 0.

No entanto, a expressado correcta para o semieixo maior, apos a inte-

gracdo sobre a anomalia verdadeira, resulta ser

ot 5
=10 [
(e \ )
Portanto, o semieixo maior aumenta secularmente (considerando que
((t) < 0) ao tempo que a excentricidade permanece constante. Alids, o
incremento por revolucdo no semieixo maior é independente do valor da

excentricidade enquanto apresenta uma forte dependéncia com o préprio

valor do semieixo.

Para o argumento do periastro determina-se analogamente a variagao

secular por revolugdo a partir de

sen f

(da)) _2V1-¢ senE Pom _

i
dt e l-ecosE v

GM €
E integrando da mesma maneira que para os elementos orbitais ante-

riores a expressao

) Lop G s
Af ) om woe (1+€COSf)2/

obtém-se a variacdo secular do argumento do periastro

AC()GM ~ (.
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Portanto, para o argumento do periastro ndo existirdo variagdes secu-
lares.

O que se fard agora serd determinar quais sdo as variagdes seculares
nestes mesmos elementos orbitais devidas a perturbacdo dada por (2.19).
Assim, substituindo esta perturbagdo e a relagdo (2.15) em (2.18) obtém-se

a variagdo temporal para o semieixo maior

(da) 2042 (1+ecosf)2
—_— — P = —_—
P

aa 2
I Ca—ep (1+2€cosf+e).

Chega-se entdo a:

da ) a )
— | 2fp———-(1+2ecosf +e
(df p H (1 - 62) ( )

E integrando para uma revolugdo completa com respeito a anomalia
verdadeira f como varidvel independente obtém-se a variagdo secular do

semieixo maior por revolugao

Agora o valor da variagdo secular por revolu¢do depende linearmente
do semieixo maior e, ao invés que no caso onde unicamente ha perda
de massa em fung¢do do tempo, apresenta uma forte dependéncia com a

excentricidade.

Para a evolugdo secular da excentricidade tem-se que a variagdo tem-

poral vem dada por

(1 +ecos f) (e + cos f),

de\ 2(1-¢) cosEPp G
dt], 1-ecosE v_ﬁycﬂ(l—ez)z
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onde temos tido em conta que

e+ cos f
COSE = ——,

1+ecosf

V1-¢e2
senE =

—— sen f.
1+ecosf f
Novamente, integrando para uma revolugdo completa

(Z—;)p ~f i (e + cos f).

E a correspondente variagdo secular da excentricidade vird dada por

e
A€p ~ ﬁ —.
i
Assim, ao termos em conta a perturbagéo, a excentricidade aumenta

secularmente em relacdo directamente proporcional ao seu proprio valor.

Finalmente, a variacdo temporal no caso do argumento do periastro

resulta

1 2 .
. T cosE o (1+ecosf)” senf.

do) _2NVN1-¢> senE $p 1 G
dt ), _‘Beyclzr]‘L

Analogamente, a partir de

dw 1
)
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determina-se a variacdo secular do argumento do periastro

A(Up =~ (.

De modo que, 0 mesmo que no caso com massa varidvel unicamente
dependente do tempo, também ndo aparecem variagdes seculares do ar-

gumento do periastro.

Tabela 2.2: VARIACOES SECULARES DOS ELEMENTOS ORBITAIS DEVIDAS A PERDA DE
MASSA EM FUNGAO DO TEMPO (GYLDEN—MESCERSKIJ) E A PERTURBAGCAO CONSIDERADA.

VARIACAO SECULAR  GYLDEN—MESCERSKIJ]  EFEITO PERIASTRO

p(t) | ad al+eé?
Aa A a
u(®) \ u) pl-e
e
Ae 0 —
P U
Aw 0 0

Um resumo dos resultados para o problema de Gyldén-Mescerskij e
dos obtidos aqui para esta perturbacdo mostra-se na Tabela 2.2. A vista
destes resultados podem-se enunciar as consequéncias mais destacadas
que a inclusdo de uma perturbacédo deste tipo tem na variagdo secular dos

elementos orbitais:

e Semieixo maior: No caso perturbado aparece uma tendéncia a cres-
cer muito dependente da excentricidade, que se sobrepora ao cresci-

mento secular no caso sem perturbar.

e Excentricidade: A diferenca do que acontece com o problema de
massa varidvel em fungdo do tempo em que, desprezando o movi-
mento da linha das apsides, Hadjidemetriou tinha obtido que nao

existia nenhuma tendéncia secular para a excentricidade, no caso
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perturbado existirda uma tendéncia a aumentar secularmente. Este
crescimento dependerd do préprio valor da excentricidade, aumen-

tando linearmente com esta em cada revolucao.

e Argumento do periastro: Em ambos os casos apresenta unicamente

variagOes periddicas e nenhuma tendéncia secular.

E necessario notar que as diferentes formulacdes que se realizam para
a mesma lei de variagdo de massa, a exposta em § 2.3 (ver também § 2.7.2)
e alevada a cabo nesta subsecgdo, conduzem a diferentes problemas meca-
nicos e, portanto, a comportamentos diferentes na evolugdo dos elementos

orbitais.

2.7.2 Perturbac¢des externas: um caso particular

Como vimos em § 2.3, existem certos sistemas hamiltonianos que apre-
sentam sérias dificuldade para a sua integracdo analitica. Por exemplo, o

sistema descrito pela hamiltoniana (2.2) em varidveis polares—nodais

_1(, P\ ut0)
W—z(pr+r2) — (2.20)

onde

u(t, 0) = u(t) - po.

Formalmente, esta é a hamiltoniana de um sistema em que existe perda
de massa por efeito periastro tal e como se deduz da expressao anterior.
Como se indicou em § 2.3 o0 seu tratamento analitico resulta dificil, e mesmo
a obtengdo da hamiltoniana em varidveis de Delaunay com o fim de deter-
minar as equagdes de Lagrange que ddo as varia¢des dos elementos orbitais
ndo é em absoluto trivial. De facto, é a prépria dependéncia funcional da
massa, onde aparece a varidvel 0 explicitamente, a que complica a obtencdo

da funcdo geratriz da transformacédo canoénica.
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Porém, a hamiltoniana (2.20) é também a de um problema de Gyldén-
-Mescerskij (sem efeito periastro) onde se tem uma perturbacdo ‘externa’

que depende de 0

2\07 2 r

2
7{=1(p2+p—6)—&+ﬁg. (2.21)

E importante notar que agora a massa do sistema p(f) unicamente apre-
senta variacdo em func¢do do tempo. Neste novo cendrio sim é possivel
aplicar algumas técnicas analiticas com o fim de obter uma descri¢cdo do
comportamento do sistema. Em particular, realizaremos uma transforma-
¢do candnica para obter a hamiltoniana em varidveis de Delaunay e a partir

daf as equagdes do movimento.

Hamiltoniana em variaveis canénicas de Delaunay

A transformagdo candnica que se levard a cabo permitird a transforma-
¢do da hamiltoniana dada no conjunto de varidveis polares—nodais (2.21)
em outra nova que vird dada nas varidveis de Delaunay. Considera-se a

transformacdo canénica no espaco de fases de 6 dimensdes

S:(r,0,v; py, po, pv; u(t)) — (£, ¢, s L, G, H), (2.22)

com o dominio de validez dado pelo subconjunto de R®

Ap =10, 21) X [0, 271) X [0, 211) X (0, +0) X [0, L) X (-G, +G).
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Esta funcado geratriz S, de sequndo tipo na terminologia de Goldstein
(1980), obtém-se como solucdo completa da equagdo de Hamilton—Jacobi
(Stiefel e Scheifele 1971) e estd definida implicitamente por

S(r,0,v;L, G H; u()) =6G+vH+ f \Qdr, (2.23)

que depende das coordenadas do sistema antigo e dos momentos do

novo. A quantidade ry € o menor zero positivo da equagdo em r para Q = 0.

O integrando vem dado pela raiz quadrada de

2u(t)  pAH G2

r 12 r2’

Q=Qpc(r,—,— L, G,—; ut) =

onde ry = 1o (L, G; pu(t)) é a menor raiz positiva da equagdo em r dada
por Q = 0. O subindice DG faz referéncia ao conjunto de varidveis canéni-
cas de Delaunay generalizadas ou também, neste contexto, de Delaunay-
-Gyldén.

A transformacao gerada por S precisa o célculo das quadraturas

T
n ™ NQ

A primeira, Iy, estd relacionada com a forma integral da equacado de

L, =

dr, m=0,1,2.

Kepler e para a sua determinagdo precisa a introdugdo de uma anomalia
tipo excéntrica E, em termos da qual também se obtém I;. Para a resolucdo
de I, havera que considerar a equagdo polar da cénica em coordenadas

polares planas, introduzindo assim uma anomalia tipo verdadeira f.
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As equagdes de transformagdo geradas por (2.22) e (2.23) sdo

S R0
o= 5 =N ==l
A S
po = %—G, g—E—Q—Glz,
dS oS

pro= g = H h=oE =

Para obter as quadraturas e completar as equagdes de transformagao

definem-se as quantidades subsididrias

a = a(L;t), talque L?=pua,
p = p(G;t), talque G*>=up,
n = nL,G), talque G=Ln,
e = elL;G), tal que e + T]2 =1,

e obtém-se a descomposicdo de Q

Q:

ae

y(tzza 2 [1 ~ (u)zl , ro=a(l—e). (2.24)

Utilizando uma varidvel de integracdo auxiliar tipo anomalia excén-

trica E = E(r; L, G; u(t)) para fazer a substitui¢do de r por E

% =cosE=r(E)=a(l—ecosE),

dr = ae sen EdE,
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a expressdo (2.24) transforma-se em

_ u(e*senE  u(t)ae*sen’E
Q= a(l —ecosE)? r2(E) ’

de modo que a quadratura I, vird dada por

I “ p=-L ¢ E
0= M( —esen )_y2(t)( —esenkE).

Entdo, a equacdo de Delaunay para ¢ é a equacio de Kepler:

{=E—e¢senE.

Para o célculo da quadratura I, introduz-se outra varidvel auxiliar de

integracgdo tipo anomalia verdadeira f = f (r; L, G; u(t)) definida por

_ p
(f) = 1+ ecos(f)’

com o qual Q se transforma em

L(t) e?

sen’ f,

Q:

de modo que a qudratura I, serd
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Obtém-se assim as formulas de transformagéo

{ = E—-esenkE,

§ = 0-f,
h = v,

L = u()a,
G = PQ;

H = Gcosi=p,,

A hamiltoniana original (2.2) é expressada mediante estas varidveis de
Delaunay generalizadas de acordo com a teoria geral de transformagdes

canoénicas definidas por uma fungdo geratriz dependente do tempo

o . 98
o2 + P+ ETR

H=H( gL G —t)=
Das expressdes (2.22) e (2.23), o resto da transformacdo canénica é

0 t)o(t
95~ oy - OO 2.25)

du(t)
dat -
Por altimo, a quadratura I; determina-se como

com [i(t) =

r E E
f dr _ aesenE r(E) JE :f LT
nw VO o "E)LesenE o L

a L
E /W—ME.

L
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Portanto, o resto da transformacdo (2.25) expressar-se-a finalmente
como

98 _ [x(t)
ot ()

E a hamiltoniana transformada nestas varidveis de Delaunay

LesenE.

H = H (gL G—t)=

2(t
_‘LLZL(Z)—F%L E+ﬁy()(f+g)(1+ecosf)

onde o ultimo termo é a perturbagado nas novas variaveis.

Equacoes canénicas do movimento

As equagdes candnicas do movimento que regem o movimento de dois
corpos com massa decrescente submetidos a perturbacdo dada em (2.21)

serao

dl_ OH i) ) n
7 - oL - D y(t)(senE+zsenf)

+B L1G2 senf(2+ecosf)[1+ecosf—(f+gesenf],
d_g B 87{*__y(t)senf
dt G u(t) e

—ﬁ%[Ze(f+g)(1 +ecos f) +sen f (2 +ecos f) -

-[1+ecosf—(f+g)esenf]],



2.7. OUTRAS CLASSES DE PERTURBAGOES 89

dL - _ _aﬂ*__ﬂ(t)L ecosE
dt o0 u(t) 1-ecosE
u(t) 5
-B G (1+ecosf) [1+ecosf—(f+g)esenf],
4G IH" )
i Jg =—ﬁ[g—2(l+ecosf),

onden = V1-e2

Este sistema de equagdes transforma-se no obtido por Deprit (1983)
para o problema de Gyldén-Mescerskij sem perturbar tomando f = 0. A
diferenga do sistema obtido por Deprit, a tiltima das equagdes implica que
o momento angular do sistema ndo é uma constante do movimento. Se
sendo f = 0 fazemos [t = 0, entdo obtém-se as equag¢des do movimento
para o problema de Kepler.

Equacoes de Lagrange e variacdes seculares

Para deduzir directamente as equagdes que ligam a variacdo dos elementos
orbitais, as denominadas equacdes de Lagrange, teremos que substituir
as equagdes candnicas do movimento obtidas no apartado anterior nas

expressoes:

a a
da = szL—ﬁd‘u,

de

1—¢? (dL dG)

e \L G
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dE = Zar+

r 1-e¢?

1 Ua
df = T2 sen f de + 1/LI—B;EIE.

sen f de,

Obtém-se assim

da
dt

de
dt

dt

df
dt

[t 1+2ecosf +é?

U 1—¢2

_‘BGLn‘* (1+ecos f)’ [1+ecos f—(f +w)esen f],

—% (e + cos f)

e+ cos f
1+ecosf

—ﬁé(l+ecosf)2 lcosf+ —(f+w)senf|,

[ sen f
_; -
_‘B%[Ze(f+w)(l+ecosf)+
+senf(2+ecosf)-(1—(f+“))esenf)]’

G (1+ecosf)’ fisenf
+ —
a% (1 —e?2)? uoe

+,B%[Ze(f+w)(l+ecosf)+
+senf(2+ecosf)-(1—(f+a))esenf)],
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onde a e ¢ estdo ligadas com u = p(t) através do momento angular do
sistema segundo

G = JuH)a - e?).

A partir da andlise destas equagdes é possivel obter o comportamento
qualitativo do sistema com respeito aos elementos orbitais, além das suas
variagdes seculares por revolucdo. As provocadas pela perda de massa
unicamente dependente do tempo foram obtidas ja em 2.7.1. Agora calcu-
laremos, a partir dos termos factorizados por f3, aquelas introduzidas pela

perturbacdo que se estd a considerar.

e Semieixo maior: A perturbagdo provoca o efeito contrario ao caso
em que se perde massa unicamente em func¢do do tempo, isto é, uma

diminuigao secular

2a 1
Aap ~ —B== — <.
ap ﬁ(ul—€<

e Excentricidade: A evolucdo secular correspondente a perturbagdo

vird dada por

— _ p2
Aep:—ﬁ1+e y\/el e <0,

de modo que esta tenderd a diminuir a excentricidade do sistema.

Supondo, como ¢é habitual, que a influéncia do termo perturbativo é
menor que a do termo a ordem zero, dado neste caso pela hamiltoniana do
problema de Gyldén—-Mescerskij —o qual é de por si um problema de Ke-
pler perturbado—, a tendéncia global do semieixo maior serd a aumentar
secularmente. Porém, no caso da excentricidade, as varia¢des periddicas
produzidas pelo termo a ordem zero, terdo sobreposta uma componente
que fard que a excentricidade diminua secularmente. Estas varia¢des secu-

lares aparecem resumidas na Tabela (2.3).
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Tabela 2.3: VARIACOES SECULARES DOS ELEMENTOS ORBITAIS DEVIDAS A PERDA DE
MASSA EM FUNGAO DO TEMPO (GYLDEN—-MESCERSKIJ) E DEVIDAS A PERTURBAGAO CON-
SIDERADA.

VARIACAO SECULAR  GYLDEN—MESCERSKIJ PERTURBACAO
A _po @ g2 1
u(t) \ pd) wl-e

1+e— V1—e2
Le

Ae 0 -B




Capitulo 3

Método candnico de perturbacoes
N-paramétrico baseado em

transformacoes de Lie

“Although this may seem a paradox,
all exact science is dominated by the

7 %

idea of approximation.

BerTRAND RuUsseLL (1872-1970)

3.1 Introducao

A necessidade de resolver equacdes diferenciais ndo lineares aparece no
estudo de muitos problemas dinamicos. Dado que, em geral, a solugdo
exacta ndo se pode obter por meio dos métodos classicos de integracdo,

faz-se necessdrio utilizar métodos analiticos ou numéricos alternativos.

* “Embora possa parecer um paradoxo, toda a ciéncia exacta ¢ dominada pela ideia
de aproximagdo.” Citado em The Viking Book of Aphorisms, 1966.
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Aos primeiros pertencem os métodos canénicos de perturbagdes baseados
em desenvolvimentos assimptéticos e aplicdveis a sistemas diferenciais

perturbados.

Na segunda metade do século passado foram desenvolvidos diferentes
métodos baseados na teoria de transformacdes de Lie com o fim de tratar
diferentes problemas perturbados. A primeira versdo destes, a qual utiliza
uma familia de difeomorfismos dependente de um pequeno parametro
foi dada por Hori (1966) e Deprit (1969). Apesar de que ambos métodos
sdo equivalentes (Campbell e Jefferys 1970; Henrard e Roels 1974), ndo sdo
idénticos. Mais tarde, Kamel (1970) e Henrard (1970) fizeram generaliza-

¢Oes destes para sistemas arbitrdrios de equagdes diferenciais.

A grande generalidade das transformagdes de Lie permite resolver
problemas perturbados que sdo muito dificeis de abordar utilizando outras
técnicas. Alids, as transformagdes de Lie definem de maneira natural um
tipo de transformagdes candnicas em séries de poténcias de um pequeno
parametro. As teorias de perturbacdes baseadas nesta técnica (Budria
1980; Pétriz 1980) permitem obter solucdes aproximadas de sistemas de
equagdes diferenciais ndo lineares que podem ser tomados como uma
perturbagdo de um sistema integravel. A intencdo é que o sistema canénico
transformado possua alguma propriedade especial: ser mais facilmente

integravel, carecer de alguma das varidveis, ser separavel, etc.

Todos estes métodos estdao baseados na determinacao de uma transfor-

magao candnica de Lie do tipo:

N
Y. &
x=e y—y+2n!x Y,

n>0
dada por uma fungédo geratriz W(t, x, €).

Apesar de que algumas extensdes destes métodos foram dadas para
dois (Ribera 1981; Abad e Ribera 1984; Varadi 1985) e trés parametros
(Ahmed 1993; Andrade 2002, 2003), até agora ndo se tinha realizado a gene-

ralizacdo completa. Assim, com o propésito de mostrar o comportamento



3.2. TRANSFORMACAO DE UMA HAMILTONIANA MEDIANTE UM GRUPO N—PARAMETRICO 95

dinamico de alguns sistemas complexos susceptiveis de serem descritos
em funcdo de um ndamero arbitrdrio de pequenos parametros, constréi-se
neste capitulo um método canénico baseado em transformagdes de Lie

com um ndmero indefinido de paradmetros.

3.2 Transformag¢daodeumahamiltoniana mediante
um grupo N-paramétrico de transformacoes

completamente canénicas

Consideremos um sistema dinamico com n graus de liberdade definido
pela hamiltoniana H = H(X, £ ¢), onde ¥ = (x,X) € R" X R", sendo x as
coordenadas e X os momentos. O sistema canénico associado que descreve

a evolucgdo dindmica do sistema é

X=]VH,

onde ] é a matriz simpléctica (J™! = JT = —])

[= 0, I,
| -1, 0, )

com 0, e [, as matrizes nula e unidade de ordem n, respectivamente.
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Suponhamos que a hamiltoniana se pode desenvolver em série de
poténcias de um parametro N-dimensional ¢ = (¢3, €3, ..., €n) pertencente

a uma vizinhanca Uy da origem (0,0,...,0) de RN, com N € Z*:

H(, )%(xt>+Z Z

73 J2

ZZ i1 ]2 Y mlﬂhh iinmiva @D, (3.1)

j2=0 j1=0

onde
i AW Qi QINTIN-1
e[ ) (R4 .
7{]1 J2= 1 JN=IN 1(x t) = (jN—l) e (]1)&&{1 8g£2_j1 ... &S]'NN—]'NA 7'{(30 t;0).

Agora consideremos o grupo de Lie N-paramétrico de transformacdes
canonicas Gy do espago de fases extendido R**M do tipo

9?: eY*‘]f,

onde o operador Y, estd definido mediante os colchetes de Poisson

como

Ys = {_; (We}/

sendo W.(y, ) a fungdo geratriz da transformacdo. Esta pode-se ex-

pressar em série de poténcias como

N

Wi te)= ) Wi te). (3.2)

i=1
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onde

Woes 8{ i - .
(W(y,t;ei)zzﬁ(wjﬂ(y,t), i=1,...,N.

20

A sua canonicidade pode-se demonstrar tendo em conta que a fun-
cdo geratriz é soma de N partes independentes, de modo que cada uma
delas é solucdo das equagdes de Hamilton de um sistema dinamico de

hamiltoniana W' e tempo ;.

Além disso, podemos escrever Y, como

comY;,={—Wj}, i=1,...,N.

Prorosicio 1:

O transformado da hamiltoniana (3.1) vem dado por:

H (7, ) = Ho( 1) +Z—%<y,>

]N>1

3 )2
Il L B

jnx1 " jN-1=0 j2=0 j1=0

[Wh i (T 1) + Z fﬂh irmjteiv-ina (U t)]] (3.3)

i>1
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DemonsTRACAO 1:

A expansdo (3.1) pode por-se como

HE be) = Ho@, 1) + ) Fiu(, o), (3.4)

jn=1

onde

3 2

(xte) Z ZZ ]2 Jl,. JN JN-1 7‘[]1]2 A ]Nl(xt)

Cjn-1=0 j2=0 1=0
(3.5)
Pode-se demonstrar (tal e como faz Ribera (1981) para 2 parametros)
que Yjy > 1, a fungdo Fj, (¥, t; ) é uma fun¢do homogénea de grau jy nas
variaveis (€1, €2, ..., EN).

Alids, F é um campo escalar diferencidvel definido em R*"*M; a sua

transformada também é um campo escalar que se pode por na forma

YN
F (i, t;¢) = £_F(i],t). 3.6
(. t;e) ]Zs —F (3.6)
Entdo, de (3.4) e (3.6) chega-se:
H (€)= Hy(J t:6) + Y F, (@ 8:2), (3.7)
jn=1

mas também

Yj
Hi, o)=Y T MO = Ho(d, ) + Z —7{0 h. (3.8)

Jn20 JN>1
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Por outro lado, de (3.5) e (3.6) obtém-se:

3 2
1 ]2 I JN=IN-1 |
D I 1) WIS

]N10 j2=0 j1=0

F. (4, t¢€)

* - _
J1,j2= 1, JN—N-1 (]// t) =

j3 ]2

il ]2 il JN=N-1
NN L

]N10 j2=0 j1=0

Yi 5
: Z -_67{j1,jz—j1,~-~,]'N—]'N—1 (y/ t) =

1!
i>0

3 Ja

_ ]1 ]2 1 ]N—jN—l .
-_ .. N

]N10 j2=0 j1=0

: 7_{]1,]2 —j1eeer NN 1(]// t) +Z 11,12 J1peeerN= N 1(% t)

i>1

(3.9)

Se substituimos (3.8) e (3.9) em (3.7) resulta (3.3), tal e como se pretendia

provar. A

A denominada fungdo resto da transformagao candnica ndo conserva-

tiva é
YjN—l—l
R(f, te)=— - ' Wy, (3.10)
jN-121 JN-1:
onde
oW,
W, = w .
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Esta fungao verifica

V?R = —]ﬁt.

Ap6s a transformacgdo o novo sistema canénico resulta

y=7] VK,

onde a hamiltoniana estd dada por

K, t;e) =H (1) + R, £ ), (3.11)

a qual, como se viu, pode desenvolver-se em série de poténcias dos

parametros como

KG 60 =To@,0+ Y - ]Z

in=1 /N =0
3 2

1 2= NTiNLge . (7
28162 e Ey K ir—jierin—in-1 (U 1)

j2=0 j1=0

3.3 Desenvolvimento da funcdo geratriz em série
de poténcias de N parametros
Suponha-se, tal e como se viu em (3.2), que as componentes ‘W' da fungéo

geratriz ‘W, se podem desenvolver em série de poténcias das componentes

do parametro N-dimensional € = (¢1, &2,..., n):

N
Wi t6) = ) eWi(i 10,

i=1
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onde

Wi, £ &) Z L (@) i=1,...,N.

]>0

Tendo em conta os razoamentos prévios podemos por o operador Y,

como

ou também na forma

]+1
Ye= Z Z _L]H

i=1 j>0

se definimos o operador de Lie

Em geral, tem-se

o =W we

J1rer]n

Para o mesmo caso, pode-se provar por indugao que

+1 +1 in+1
N Eh 8]2 g]"

i i T Ty i1,2,000/d
Yn _ Z Z .1/ 2, s ) .
€ j1!j2! . ]'n! ‘L]1+1,]2+1,...,]n+1




102 3. METODO CANONICO DE PERTURBAGOES N—PARAMETRICO

3.4 Aplicacdo: método 4—paramétrico

Particularizando para 4 parametros e utilizando o c6digo para Mathematica®
que se mostra no Apéndice A, obtém-se, até a segunda ordem, as cor-
respondentes relagdes que, uma vez substituidas em (3.3) fornecem as

expressoes para a hamiltoniana transformada

* * * * * *
H = 7’{0 + 817‘{1000 + 827‘(0100 + 837‘{0010 + 847‘{0001

2 2 2 2
17_[* 827_{* 837_(* 847__{*
+E 2000 T > o200 + 7 Mooz + > Mooz

E1€2 4 s E1€3 4 4u €184 4 (x
5 Hiroo + 5 Hiow + 5 Hioon
E2€3 4 1x E2€4 4 1u E3E4 4 4u 3
> Hor1o > Horo1 + > ﬂ0011+0(5 ), (3.12)
onde
7‘[5 = 7‘((),

X
|

000 = Liﬂo + Hiooo,
0100 Lfﬂo + Horoo,
0010 Li}ﬂo + Hooro,
0001 -5117{0 + Hooot,
booo = 2L Hy + Ly Hy + 2L FHaooo + Haooo,
0200 2L5H, + -Lﬁﬂo + 2137{0100 + Hoooo,
0020 2L3Hy + L3 Hy + 2L Hoo10 + Hoozo,
0002 2LHy + LiyHy + 2L Hoom + Hoooo,

T T X X X XX
i [ T (|
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o = | L3) Ho + 2L Houoo + 2L FHr000 + Hinoo,
Higo = ( )7'(0 + 2L Hoowo + 2L Hiooo + Hroo,
Hoy = (.51;* 8) Ho + 2L1Hooon + 2LHio00 + Hioor,
Hio = (L35 + L) Ho + 2.L3Hoomo + 2.LHa100 + Horo,
Hyy = ( 1) Ho + 2.L2Hoo01 + 2L{Ho100 + Horon,
Hoorn = ( ) 0+ 2L3H o001 + 2L Hoowo + Hoons-

E ao fazer a substitui¢do anterior em (3.10) obtém-se a funcdo resto

R = &R0 + €2R0100 + €3Ro010 + €4Ro001
+ﬁR2000 + E—gRozoo + 6—5730020 + —17{0002
2 2 2 2
€1€3
2 2

E28&4
2

—Rio10 + ——

—Roi1 + ——

onde

Riooo = (W%t,
Rotoo = (Wiu
Rooro = (Wft,
Wi,

ROOOl
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Roooe = LyWy, +2W),
Rooo = LIW3, +2W3,
Rozo = LIW3, +2W;,
Rooe = LW, +2W;,
Ruw = LiW;, + LW,

Rine = LWL, + LiW3,

Riom = LiWj, + LiWj,

_ 31A72 21A73
Rono = L1W1t+L1Wlt/

4yA72 21774
Rowor = LWy, + Li Wy,
41473 31A74
R()Ol] = L1W1t+L1Wlt'

Por outro lado, a nova fungdo hamiltoniana até a segunda ordem sera
K = Ko+ e1Kiooo + €2%Koi00 + €3Koo10 + €4Kooo1

2 2 2 2
& € €3 &€y
+E(Kzooo + 3(K0200 + 57(0020 + 57(0002

+—7(()110 + —7(0101 + —7(0011 + O (83) . (314)

3.4.1 Relagoes

Finalmente haverd que substituir as expressoes (3.12), (3.13) e (3.14) na
relagdo (3.11) e igualar os termos da mesma ordem. Deste modo, obtém-se

uma cadeia de equagdes denominada equagdes homoldgicas.
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Termo independente:

7‘{0 = 7(0.

Coeficiente ¢1:

1 1
L Hoy + Higoo + W1, = Kiooo.

Coeficiente ¢5:

2 2
LiHo + Hooo + Wi, = Koo

Coeficiente ¢3:

3 3
1317{0 + Hooro + W3, = Kooto-

Coeficiente &4

4 4
LiHo + Hooor + Wi, = Kooor.-

Coeficiente s%:

1 1 1 1
£§7‘{0 + Eﬁﬁﬂo + L%Wlooo + E(Hzooo + Eﬁ%wit + (W%t = 57(2000-

Coeficiente ¢2:

1 1 1 1
-557{0 + E-ﬁﬁﬂo + -5%7{0100 + 57{0200 + EL%(Wi + ‘Wi = 57(0200-

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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Coeficiente sé:

1 1 1 1
Lg?”[() + 5-5??7‘(0 + L??{OON + 57'{0020 + EL?(W% + (Wgt = 57(0020_

Coeficiente si:

1 1 1 1
LyHy + Eﬁﬁﬂo + L1 Hooo + E(Hoooz + Efll(Wft + W, = 57(0002.

Coeficiente &1¢&5:

( nt )7‘{0+£17’{0100+£17’{1ooo+ 7‘[1100+ LZ(W

N[ =

Coeficiente ¢;¢3:

(Lﬁ’ + L3 )7‘{0+£17‘{0010+£ 7’{1000+—7‘[1010+ .5 Wi+

N[ —

Coeficiente ¢1¢y:

( n 7t )W0+£1W0001+£17‘{1ooo+—7‘{1001+ —LIWi+

N[ —

Coeficiente &5¢3:

(Lﬁ’ + L )Wo+£1W0010+£ Horot5 7‘[0110+ £3(W

N[ —

1t2

1t2

1t2

1t ZLZ(W

Ll (W%t =

Ll (Wi)t =

'El (Wzllt =

(3.22)

(3.23)

7<1100 .
(3.24)

7<1010~
(3.25)

7<1001 .
(3.26)

1
§7<o11o-

(3.27)
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Coeficiente e,¢4:

1 1 1 1
( ﬁl + ﬁ) Ho +£%(H0001 +-£‘117{0100 + 57{0101 + E-Ellfwi + EL%(Wi = 57(0101-
(3.28)

N =

Coeficiente e3¢4:

1 1 1 1
( 0t Lﬁ) Ho+L3Hooon +£117{0010+57{0011+§£‘f(wi+§£?”Wi = E(KOOH'

(3.29)

N =

3.4.2 Equacdes homolédgicas

Das relacdes correspondentes aos termos puros (3.15-3.23) obtém-se, por

inducdo, as denominadas equag¢des homoldgicas:

Ko, t) = Hoy, 1),
Koo = n —{7'{0,' W+ aa—(vi/rll + Auooo,
Konoo = 1 —{7{0; Wi+ a(;ﬁ- + Aonoo, (3.30)
Koo = 1 —{(Ho; Wi+ 8(;1/,3 + HAogono,
Kooow = 1 —{?{o; Wi+ (9:!9/;/3 + Aooon,
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onde, até a segunda ordem, se definem:

Ao = Hiooo,
Ao = Horoo,
Ao = Hoowo,
Agor = Hooot,
A0 = Haoo0 + {Kiooo + Hiooos W%},
Ao = Hoooo + {Koroo + Hooos (Wf},
Avzo = Hoozo + {Kooto + Hooro; (Wf},
Aoz = Hoooz + {Kooor + Hooor; (Wﬂ

Deste modo, os tltimos termos da parte direita de (3.30) sdo combina-
¢Oes lineares de colchetes de Poisson aninhados onde aparecem os termos
conhecidos (7‘{]‘000)15 j<ns (7’(0]‘00)15]'3;1, (7‘(00j0)1§j5n, (7'(000]‘)15]‘5;1/ ((W})ls j<n-1,
(Wihsjen-1, (Whzjzn1 € (Wigjzna.

As equagdes (3.30) fornecem recursivamente os termos da fung¢do gera-
triz W1, W2, W3 e ‘W, apos ter eleito convenientemente os termos da

nova hamiltoniana K000, Kon00, Koono € Kooon-

3.4.3 Termos mistos

Devido a que se esta a tratar com hamiltonianas multiparamétricas apare-
cerdo termos mistos que obrigam a eleger cuidadosamente a nova hamilto-
niana. Assim, as rela¢des que determinam os termos da nova hamiltoniana

obtém-se a partir dos coeficientes (3.24-3.29).
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Estes vém dados por:

(](1100
(]<1010
7(1001
7<0110
7(0101
7(0011

L7 (K00 + Hiooo) + L7 (Koroo + Horoo) + Hiroo,
L3 (Koo + Hiooo) + L] (Kooro + Hooro) + Hiono,
L3 (K00 + Hiooo) + L7 (Kooor + Hooor) + Hioon,
L3 (Koroo + Horoo) + L3 (Kooro + Hooro) + Horno,
L3 (Koo + Hooo) + L3 (Kooor + Hooor) + Horon,
L3 (Kooro + Hooro) + L3 (Kooor + Hooor) + Hoonr-

3.5 Comentarios

1. As transformagdes de Lie fornecem uma potente ferramenta para

a resolucdo de equagdes diferenciais ndo lineares. Em particular,

os métodos canénicos de perturbacdes construidos a partir delas

sdo muito adequados para o tratamento de sistemas hamiltonianos

dependentes de pequenos parametros.

2. Alids, o método N—paramétrico aqui apresentado permite resolver

problemas formulados como sobreposi¢do de um ntimero arbitrdrio

de perturbagdes num tnico passo.
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Capitulo 4

Integracdo de diferentes casos

representativos

“Der ganzen modernen Weltanschau-
ung liegt die Tduschung zugrunde,
dass die sogenannten Naturgesetze die
Erklarungen der Naturerscheinungen

77 %

seien.

Lubpwic WITTGENSTEIN (1889-1951)

4.1 Introducao

Para por em conexdo a perda de massa como problema matematico com a
perda de massa estelar e a influéncia desta na dinamica orbital em sistemas

bindrios e multiplos é preciso fixar as condigdes fisicas do sistema a estudar.

* “A conceigdo moderna do mundo baseia-se na ilusdo de que as chamadas leis da
natureza sdo a explicacdo dos fendmenos naturais.” Logisch-philosophische Abhandlung,
1921.
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Assim, teremos que estabelecer qual é exactamente a lei de perda de massa
em funcdo do tempo e quantificar o valor dos seus parametros. Para a
integragdo dos sistemas hipotéticos que abordamos neste capitulo utiliza-

-se a jd comentada lei de Jeans

m=-am", 4.1)

onde os valores de a e n se determinam a partir do que se estabeleceu
em §1.5.1.

Dada a natureza do problema de Gyldén—-MeScerskij com efeito perias-
tro, com um tratamento analitico mais dificil do ponto de vista das teorias
de perturbagdes aqui utilizadas, em § 4.2 citam-se algumas das dificulda-
des que se encontram e esboga-se algum intuito de resolucdo. Finalmente,
resolve-se numericamente um caso ilustrativo da complexa casuistica que
este problema exibe, a qual poderia explicar algumas das situa¢des ané-

malas observadas em certos sistemas binarios reais.

Por dltimo, aborda-se a integragdo do problema de Gyldén—-Mescerskij
ao qual se sobrepdem algumas das perturbagdes descritas e formuladas
no Capitulo 2. Como passo prévio, resolvemos analiticamente o problema
do movimento relativo em primeira aproximagdo pés—newtoniana de um
sistema binario, considerando assim os efeitos relativistas mais notaveis.
Posteriormente, realiza-se uma integragdo numérica para explorar os dife-
rentes cendrios que se apresentam em fungdo dos valores que tomam os

pequenos parametros que entram em jogo.
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4.2 Sistema binario com efeito periastro

4.2.1 Tratamento analitico: dificuldades e resultados facti-

veis

O método candnico de perturbag¢des baseado em transformacgdes de Lie que
se construiu no Capitulo 3 é idéneo para a resolugdo formal de sistemas
canoénicos perturbados dependentes de um ntiimero arbitrério de pequenos
parametros. N&do obstante, ha casos em que, por diferentes razdes, a sua

aplicagdo ndo é possivel:

1. A hamiltoniana original apresenta termos seculares em funcado de

alguma das anomalias.

2. Nao é possivel obter novas hamiltonianas totalmente livres da va-
ridvel que se pretende eliminar, jd& que esta reaparece nos termos

mistos.

No Capitulo 2 vimos que a partir de uma lei de perda de massa do tipo
. n 0
f(r; poi ) = —a (1) —ﬁ;:—z

se obtinha a hamiltoniana em varidveis polares—nodais

2, (42)

r r

1( o Fo)_ p)
7’[(7’, 0; Pr, Po; H(t)) = E (]93 + 7_29) — H— +

ou, equivalentemente, em varidveis de Delaunay

H = H (ZDI 8p,— LD/ GDI = t) =

20 ot ,
_‘L;L(ZD) +%LpesenE+ﬁ% (f+gp) (1+ecosf).
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Este resulta ser um dos casos em que ndo é possivel a integragdo ana-
litica mediante as técnicas de perturbacdo antes comentadas, j4 que os
termos seculares em fun¢do da anomalia verdadeira e do argumento do
periastro impedem a sua aplicacdo. Pelo momento esta é uma das maiores

dificuldades que aparecem na resolucédo analitica deste problema.

4.2.2 Integracdo numérica

De maneira alternativa a aproximagéo analitica é possivel analisar o com-
portamento do sistema realizando uma integracdo numérica (Calvo e
Palacios 1997) com a ajuda de um manipulador algébrico, neste caso
Mathematica® 5.1.

Recupera-se a fun¢do hamiltoniana em varidveis polares—nodais dada

por (4.2) para, a partir dela, obter as equagdes canénicas do movimento

dpo _ oH _ P
a 00 7
dpr _ _OH _¥g_p®) 0
ar ar r2 ‘Brz'

4.3)
0 _ oM _p
dt dpe 1’

dr _ 9H _
dt =P

Estas equagdes, junto com a que representa a perda de massa do sistema
em funcdo do tempo

dlu'(t) _ n
T (4.4)
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formam um sistema diferencial de cinco equagdes. No caso de as duas
componentes do sistema perderem massa segundo diferentes leis teriamos
um sistema diferencial de seis equagdes. A sua integracdo mediante a apli-
cacdo de um método de Runge-Kutta permite obter as varidveis polares-
-nodais, isto €, coordenadas (r e 0) e momentos (p, e py), e a partir destes
os elementos orbitais, os quais dependerao do tempo e da distancia.

Para ilustrar o comportamento das varidveis do problema ao longo
do tempo, tomaremos um conjunto de condi¢des iniciais (elementos or-
bitais) e um valor fixo para o exponente que aparece na equacdo (4.4).
Integraremos para um intervalo de 10 unidades temporais um conjunto
de casos representativos da casuistica deste problema para excentrici-
dades quase nulas (0.01), moderadas (0.3) e altas (0.9). Ao tomarmos
G = 47> UA’ M, ! anos 2 as unidades para o semieixo maior e o periodo

serdo, respectivamente, unidades astronémicas e anos.

De seguido, na Tabela 4.1, caracterizam-se por separado os trés casos
que representam a fenomenologia do problema que queremos estudar.
Para que ndo haja interferéncias entre os efeitos que cada mecanismo pro-
voca, integra-se cada caso por separado. Contudo, comentam-se alguns
curiosos comportamentos dos elementos orbitais para o caso mais geral

em que todos os parametros de perda de massa sdo ndo nulos.

Ja para uma perturbagdo por efeito periastro duas ordens menor que
a perda de massa temporal (GMpEP) se percebe uma ligeira tendéncia
secular nas oscilagdes periédicas produzidas por esta tltima. Esta tendén-
cia faz-se totalmente manifesta quando ambos fenémenos sdo integrados

formalmente a mesma ordem (GM+EP).

Quanto a lei de perda de massa dependente do tempo utilizaremos a
lei de Jeans com 1 = 1. Sobre esta escolha é preciso dizer que, embora a
variacdo de massa em funcdo unicamente do tempo é muito sensivel ao
exponente que se utilize na lei de Jeans, o comportamento qualitativo ndo

diferird substancialmente se tomarmos outros valores.
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Tabela 4.1: VALORES DOS PEQUENOS PARAMETROS PARA OS PROBLEMAS: KEPLER (K),
GYLDEN-MESCERSKI] (GM) E EFEITO PERIASTRO (EP).

Casos | K GM EP

0 10° 0
B o 0o 10°

As condig¢des iniciais fixas para todos os casos a integrar mostram-se
na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: CONDICOES INICIAIS FIXAS PARA TODOS OS CASOS A INTEGRAR.

ELEMENTOS ORBITAIS INICIAIS | MASSA INICIAL

EXPONENTE DA LEI

ap 1.0UA u 1.0 Mg
wo 0°0 n 1

Analisaremos em detalhe o comportamento dos dois elementos orbitais
que melhor caracterizam a evolugao orbital, isto é, o semieixo maior e a
excentricidade —os quais estdo ligados a energia e ao momento angular
da orbita. Estes sdo, junto com o periodo, os elementos orbitais que apre-
sentam varia¢des seculares novas com respeito ao problema de Gyldén-
-Mescerskij. Também obteremos a variagdo da distdncia apocéntrica em

relagdo a pericéntrica, dada por




4.2. SISTEMA BINARIO COM EFEITO PERIASTRO 117

Varia¢6es na massa
Antes de tudo, estuda-se a variagdo que sofre a massa do sistema ao longo
do tempo para cada um dos casos (ver Fig. 4.1).

m
1.000006 t

0.999999

0.999998

0.999997

m
1.000006 t

0.999999

0.999998

0.999997

m
1.000000 t

0.999998

0.999996

0.999994

0.999992

0.999990

Figura 4.1: Variagbes na massa para diferentes valores iniciais da excentrici-
dade: ey = 0.01 (inferior), ey = 0.3 (meio) e eg = 0.9 (superior). Representam-se 0s
casos da Tabela 4.2: problema de Kepler (azul), problema de Gyldén—Mescerskij
(verde) e efeito periastro (vermelho).

Quanto ao efeito periastro, a medida que se consideram excentricida-

des maiores, comprova-se que é nas passagens pelo periastro onde a massa
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do sistema diminui de maneira notdvel. Graficamente este efeito percebe-
se como o aumento sucessivo das oscilagdes da curva de perda de massa

(vermelha) ao final de cada periodo para excentricidades crescentes.

Da primeira equagdo de (4.3) deduz-se que a perda de massa por efeito

periastro leva associada a perda de momento angular do sistema.

Varia¢Oes na excentricidade

No problema de Kepler (massa estaciondria) a excentricidade perma-
nece constante. No resto de casos, ou bem varia periodicamente (pro-
blema de Gyldén—-Mescerskij) ou aumenta secularmente por efeito perias-
tro (Fig. 4.2). Porém, existem algumas diferencas quantitativas em fungdo
do valor da excentricidade inicial. Assim, quando se parte de uma excen-
tricidade inicial préxima a zero o crescimento secular por efeito periastro
é muito menor que para valores iniciais maiores (ver Fig. 4.2). Quer di-
zer, independentemente do valor inicial da excentricidade esta aumentara
secularmente, sendo maior este aumento quanto maior é o valor inicial. E
de esperar que em sistemas altamente excéntricos onde o efeito periastro
seja notdvel se possam produzir instabilidades que levem a rotura do

sistema.

Varia¢Oes no semieixo maior

Quando se analisa 0 comportamento do semieixo maior, observa-se que
para a perda de massa dependente do tempo existe uma tendéncia secular
a aumentar que, como é sabido, se traduz numa espiral no plano orbital.
Porém, quando consideramos as variagdes por efeito periastro, aparece um

decrescimento secular do semieixo (ver Fig. 4.3).

O facto de que estas duas perturbacdes ajam de maneira oposta leva a
que dependendo de qual seja 0 mecanismo de perda de massa dominante,
evolucdo temporal ou efeito periastro, o resultado neto da tendéncia se-

cular do semieixo maior seja a aumentar ou a diminuir, respectivamente.
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(&

0.9000004

0.9000003

0.9000002

0.9000001

0.9000000- t

0.3000002

0.3000001

0.2999999

0.01000020

0.01000015

0.01000010

0.00999995

0.00999990

0.00999985

Figura4.2: Variagbes na excentricidade para diferentes valores iniciais da excen-
tricidade: ep = 0.01 (inferior), ep = 0.3 (meio) e ey = 0.9 (superior). Representam-
se os casos da Tabela 4.2: problema de Kepler (azul), problema de Gyldén—
MesScCerskij (verde) e efeito periastro (vermelho).

Teoricamente existird um valor para o qual os dois contributos se cance-
lam de modo que o semieixo permanece secularmente constante. Para o
exemplo que se estd a considerar (ver Tab. 4.2), se a excentricidade inicial
éep=03ep =107, este valor é & ~ 1.5915 - 1077.
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a
1.000010

1.000008

1.000006

1.000004

1.000002

1.000000 t

a
1.000010

1.000008
1.000008
1.000004
1.000002

1.000006 t

a
1.000010

1.000008

1.000006

1.000004

1.000002

1.000000 t

Figura 4.3: Variagbes no semieixo maior para diferentes valores iniciais da
excentricidade: ey = 0.01 (inferior), ep = 0.3 (meio) e e¢9 = 0.9 (superior).
Representam-se os casos da Tabela 4.2: problema de Kepler (azul), problema
de Gyldén—Mescerskij (verde) e efeito periastro (vermelho).

Variag¢des no periodo

O periodo apresenta um comportamento muito similar ao do semieixo
maior. Assim, no caso de perda de massa temporal hd um aumento se-
cular, enquanto o efeito periastro produz o efeito contrario, isto é, um

decrescimento secular do mesmo (ver Fig. 4.4).
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P
1.000020

1.000015

1.000010

1.000005

1.000006

P
1.000020

1.000015

1.000010

1.000005

1000000 e t

P
1.000020

1.000015
1.000010
1.000005

1.000000

Wot

Figura 4.4: Variagbes no periodo para diferentes valores iniciais da excentrici-
dade: ¢y = 0.01 (inferior), eg = 0.3 (meio) e eg = 0.9 (superior). Representam-se os
casos da Tabela 4.2: problema de Kepler (azul), problema de Gyldén—Mescerskij
(verde) e efeito periastro (vermelho).

Algo similar ao que acontecia para o semieixo no caso de agirem ao
mesmo tempo a perda de massa temporal e o efeito periastro sucede tam-
bém para o periodo. Dados uns valores iniciais dos elementos orbitais e do
resto de varidveis que definem o sistema, existe um valor dos pardmetros
que anula as varia¢des seculares. No exemplo que estamos a comentar,

para uma excentricidade inicial ¢y = 0.3 e um parametro g = 107, o valor
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do parametro de perda de massa temporal que faz com que se anulem as
duas tendéncias é a ~ 7.958 - 1075.

Variac¢des nas distincias pericéntrica e apocéntrica

No problema de Kepler o semieixo maior e a excentricidade permanecem
constantes, de maneira que as distancias pericéntrica e apocéntrica ndo
variam. Sem embargo, no problema de Gyldén—Mescerskij as variages
destes dois elementos orbitais produzem oscila¢des nestas distancias que

permanecem limitadas no tempo.

Algo muito diferente acontece quando existe efeito periastro. Na Fi-
gura 4.5 mostra-se a evolugdo da relacdo entre a distdncia pericéntrica e a
apocéntrica. Esta apresenta uma clara tendéncia secular a aumentar com
o tempo, o qual pela sua vez, condiciona a influéncia do efeito periastro

sobre o sistema.

Amortecimento da perturbacdo por afastamento

Quando a perda de massa por efeito periastro estd sobreposta a que de-
pende do tempo, que acabamos de ver produz aumento secular do semi-
eixo, é de esperar que, a medida que a distancia entre as componentes
do sistema aumente, a intensidade da prépria perturbagdo diminua em

funcdo da sua dependéncia com a inversa deste:

B o % (4.5)

Tal diminuigéo, pela sua vez, provocara que os efeitos seculares nos ele-
mentos orbitais vao sofrendo certo amortecimento. Para ter em conta este
mecanismo de amortecimento na resolugdo (numérica) do problema, sera
conveniente introduzir um parametro f varidvel. Segundo a dependéncia

funcional da expressdo (4.5), a variacdo secular dos elementos orbitais por
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dpa

19.000080
19.000060
19.000040

19.000020

I o AN AN AN AN AN A NI AN AN AN
AVARCIAVARV I VARN A VAR CEAVARN

dpa

1.85714375
1.85714350
1.85714325
1.85714300
1.85714275

1.85714250

dpa
1.0202
1.0202

1.0202
1.0202
1.0202
1.0202
2 )

Figura 4.5: Variacbes na relagéo entre as distancias pericéntrica e apocéntrica
para diferentes valores iniciais da excentricidade: ey = 0.01 (inferior), ¢y = 0.3
(meio) e ep = 0.9 (superior). Representam-se os casos da Tabela 4.2: problema
de Kepler (azul), problema de Gyldén—Mescerskij (verde) e efeito periastro (ver-
melho).

V| [V

t

o T

o

efeito periastro poderd ser indefinida ou tender assimptoticamente para

certos valores limite.



124 4. INTEGRAGAO DE DIFERENTES CASOS REPRESENTATIVOS

“Efeito periastro inverso’

Um situagdo diferente a que estamos a tratar é a que tem lugar quando em
lugar de perda de massa consideramos que existe ganho de massa. Todas
as conclusdes apresentadas nesta sec¢do sdo vélidas tendo em conta que
o comportamento dos elementos orbitais sera agora o inverso. Assim, a

Orbita tende a se circularizar, enquanto o semieixo e o periodo aumentam.

Nos Capitulos 5 e 6 analisam-se alguns casos reais em que se supde

que existe ‘efeito periastro inverso’.

4.3 Binaria com componente elipsoidal conside-

rando efeitos relativistas

O cendrio que se propde a continuagdo é o de um sistema bindrio com perda
de massa em func¢do do tempo em que uma das componentes, a primdria,
apresenta forma elipsoidal —o procedimento para o caso em que as duas
estrelas sejam elipsoidais é similar. Alids, consideram-se efeitos relativistas
no desenvolvimento do potencial gravitacional em primeira aproximacao

pos—newtoniana.

A hamiltoniana do problema, dada por (2.14) mais o termo por perda
de massa temporal, serd integrada analiticamente para diversos casos par-
ticulares em que coexistem, a diferentes ordens, todas as perturbacdes a

considerar.

4.3.1 Integracdo analitica mediante o método canénico de

perturbacdes 4-paramétrico

Realiza-se a integragdo analitica da citada hamiltoniana mediante o método

canénico de perturbagdes descrito no Capitulo 3 na sua versdo 4—para-
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métrica. Sem perda de generalidade, e com o fim de evitar termos mistos

na nova hamiltoniana, aplicar-se-4 a primeira ordem de perturbagdes.

A hamiltoniana original vird dada por

2 4R2 ,\3 2 2
u il p*R* (ay’ (1 3H* 3 H
H = —ﬁ+;LesenE+]2 76 (;) lZ_ZLE_Z 1—§ cos2(f +g)
4 2 2
’ L a s
-= % [00 + =0 + 03 (§ — 1) sen” f ~to (;) ], (4.6)
onde se definem os parametros auxiliares

o = 4doy+o0;
o’ = 4og+ 201+ 07

com o;, parai =1,2,3, dados por (2.12).

Expressdao da hamiltoniana em série de pequenos parametros

Dada a dependéncia da fun¢do hamiltoniana do problema (4.6) com os
4 pequenos parametros a;, a, (relacionados com o tempo), J, (factor de
forma dindmico) e ¢ 2, é razoavel considerar a sua expansao em série destes
pequenos parametros para logo aplicar o método canénico de perturbagdes

na sua versao 4—paramétrica.

O desenvolvimento assimptético para a massa u(t) = pi(t) + po(t) vird

dado por um desenvolvimento em série de Taylor da forma

(o) 1 ) )
pi(t) = wio + Z ﬁ ,UE(]))(f —ty),
=
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sendo (i o valor da massa i num certo instante inicial ¢, e onde y(])
representa a derivada j-ésima da fungédo p;(t) relativamente a t avaliada em
t =t

Tendo em conta que para a lei de variacdo de massa com o tempo se

toma a lei de Jeans, dada em (4.1), a expressao de y(] ) resulta

(o8]

(0 joijni—jtl sni—s+1
= o Tl ot te e

1+jmni—-(+j-2)

Até a segunda ordem obtém-se para a perda de massa dependente do

tempo de cada componente

1
mt) = o+ (= o) + 5 g (t = o)’ =
2
:;m—awmtt@+—p% m(t—t)+0 (), (47)
uat) = g + by (t — t0)+2H(2>(t—to)2=

2

Hao — Qapni(t —to) + = [J%Z "y (t =t + O (P), (4.8)

e a massa total, onde se suprimiram os termos superiores a segunda

ordem,

n n 1 n n:
(t) = o = (npfy + o) (¢ = to) + 5 (g™ m + a3y ma) (= o,

cuja convergeéncia estd garantida para |t — fo| < 1.

A partir dos desenvolvimentos (4.7) e (4.8) deduzem-se as expressdes

de ((t), g*(t) e Et)

ordem, respectivamente

esta ultima como quociente de duas séries, a segunda
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) = —aa ) — a2 + 3us T ng (= fo) + aqui na (F— fy),  (4.9)

WA = ug = 2o (= to) — 20053 o (t — t)

+20 o phs (t — t)?

+af#f81_1 (11 o + o) (£ — to)?
"‘0‘%#%2_1 (12 o + tao) (£ — )%, (4.10)
L(t) Lo Mo
2711—1
+0; —5— (11 o — o) (¢ — to)
Ho
21’[2—1
+05 =5 (112 o = thao) (£ = to)
Ho
ny ,  np
—2ma, ”105 20 (t — ). (4.11)
Ho

Substituindo agora os desenvolvimentos (4.9), (4.10) e (4.11) na ha-
miltoniana (4.6) obtém-se, a primeira ordem, a fun¢do hamiltoniana em

poténcias dos pequenos parametros

1
H = Ho + a1 Higoo + a2 Horoo + J2 Hooro + 2 Hooor,
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Higoo = H’;L(l)fo (t—ty) — !:l—g;éLesen E,

Horoo = MZE;UO (t—ty) — i—gjLesen E,

Hooro = Pfé{: (1+ecosf)3 l1—3g—z—3(1—g—j) cos2(f +9)|,
Hopor = —[Z—é |00 + -0’ + 03 (é—zz - 1) sen? f] 2_22 (1+ecosf)

” L4 2
+0 @(1+€C05f) p
com Lo = Hip + Uo2o.

Eliminacdo de { mediante a aplicacao do método canénico 4-paramétrico

Trata-se de realizar uma transformacdo canoénica infinitesimal do tipo

(L/ G/ HI f! g/ h) — (L*l G*l H*/ g*l g*/ h*)/

de modo que a nova hamiltoniana

7_{* = 7_{* (_, gx-, —; Lx-’ Gx-’ H:(-)

seja independente de alguma varidvel angular e, portanto, mais facil-
mente integravel. Neste caso eliminam-se os termos periédicos de curto
periodo, isto é, aqueles dependentes de £. Além disso, ao considerarmos
unicamente a primeira ordem, os termos de longo periodo dependentes

de ¢* também desaparecem.
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As equagdes homoldgicas a primeira ordem sdo

7‘(0 = 7‘[6,
[ L OWI )
{7’{0; (Wl} + o = 7-(1()0() - 7-(1000/
[ . OWT] )
{Ho; Wl} + oF = 7{0100 — Horoo, (4.12)
[ 5 OWT .
{Ho; Wi + of = Hjp0 — Hooto,
[ . oW .
{7{0; (Wl} + o = 7—{0001 - 7—{0001-

As equacoes (4.12) permitem obter sucessivamente os correspondentes
termos W}, W3, W3 e W1, ap6s escolher adequadamente os termos H;

* * * . .
H 1000 Hoo1o € Hooor da nova hamiltoniana.

Neste caso podem-se tomar as componentes da fungdo geratriz inde-
pendentes do tempo e, portanto

oW/ ,
5 =0 j=1234

A ordem zero

7’(5 = 7’[0.

E a primeira ordem para o termo do parametro a;

Hiooo = {Ho; Wi} + Hiooo, (4.13)
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onde se escolhe H;,,, como o promédio sobre a varidvel £* de Hign,
isto é,

Higoo = f Hiooo(£) At = (Hiooo),

donde, em funcao da anomalia excéntrica

. 1 27T . . ) )
Hioo = oy ; Hio00(E") (1 — " cosE)dE* =

m

1 271 ni
= — (#10‘;‘0 (t—ty) — @L* e’ sen E*) (1—-¢"cosE")dE" =
27 0 L Ho

Mo
= & (-t

Analogamente obtém-se, para a»

F‘20#0

7‘(5100 (t - tO)

E a primeira ordem para o termo do parametro J,

Higro = 1Ho; W3+ Hoono, (4.14)

onde se escolhe ?{0010 como o promédio temporal de Hopo, isto &,

Hooro = f Hooro(€) At = (Hooio),

donde, em funcdo da anomalia verdadeira,
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. 1 [ L
7{0010 = EL 7’[0010(f)§a*2 af* =

4 RZ 27T H*Z H*Z
= ‘ZOL*é fo (1+e cos f) [1 -3 e 3 (1 - G*z) cos2(f* + ")

JpE— —_ G*Z .

2 GV T 16

Fazendo o mesmo para o pardmetro c2

. 1 [ L
7'(0001 = o f(; Hooor (f7) G a2 df" =
e et 1
2n Jy L4 °G LA (1+ e cos f*)

*2

+|-4090—01+03 (GZ —1)sen2f*]-

L)& G*2 1 LX—
. ——df* '+ 4 2 | =
G* [*> 1+e*cos f* f+@og+201+0) G*dfl

e :
B

L
[—300—01 + 03 (

L*
G*_1)+(400+201+G2) ]

Gx-

Portanto, a hamiltoniana transformada, onde se tém eleito os novos
termos sem a variavel ¢*, sera

* * * * * 1 *
H = 7{0 T 7{1000 T az 7"(0100 +/ 7{0010 + g 7’[0001, (4-15)
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. Ho

Ho = 52

) Higtho
7{1000 = ;‘(12 (t = to),

) HapHo
Hoo = io*z (t = to),

* H R H*?
7{010 = 4L*3G*3 1- ? !

4

* [“lO ’ ) " L

7‘(0001 = —F [GQ—O + 03 (E—l)-i- o G”]

A funcdo geratriz desta transformacao de Lie é

-2
W) = g Wy WE+ [, WS + W

A componente da fungao geratriz ‘W} obtém-se a partir de (4.13) como

OH, oW _ 9Hy oW;
ot JL* oL d¢*

% m
= — H% L @ VL? - G senE* =
L® ot Ho

= 7{;000 — Higo =

E* M
> W = - f “—13%*3 VL? - G senE* (1 — ¢ cosE)dE* =
0 Hy

m *
_tho L® VL2 - G?*(1 - cosE" - %senz E"),

3

Ho

onde se teve em conta a conhecida relacdo obtida a partir da equagao

de Kepler
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=(1—-e"cosE") dE".

E analogamente para ‘W7

W2 = #20 L? VL2 = G*(1 - cosE* — 2 —sen’EY).
Ho

A terceira componente calcula-se a partir de (4.14)

IHy WS IH, OWS
ot dL  JLr or

7‘{0010 7‘{0010 =

L*S
= (W:f = f ‘u (7‘(0010 7‘{5010) dac
0
_ [Jg RZ 1 _H*Z 3 L*3
- L>(-3 4 4 G*Z
3 H*?\ (a
1 1_G*2 (?) cos2(f +g")pdl" =
[JZRZ H*Z *2 Lx— L*3
= L*3 {[Z — Z G*z f(]. + e COSf ) 2 G df - G*3
H*Z 2 *
?1 (1 - ) L cos2(f" + g*)df*},
E obtém-se
s = MRI(L 3H L 3 H?
7 |1 12 (f - +esenf)—§ -2

: [senZ(f* +g) +e'sen(f" +2¢") + g sen(3f" + Zg*)] ]
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A ultima componente, a correspondente a ¢~?, vem dada por

OH, OW?* 3, IW? *
85*0 8L*1 B &L*O ag*l = Hagn — Hoow =

* L>(-3
Wi = fo - (Hooo — Higey) d

0
2 w1\ 2 * +
['10 17 (ﬂ ) 77 L ’ (ﬂ )
= - —] - — —=1
L* f{g r ¢ G* ¢ r
L* L*
+03 (G* - 1) [(G + 1)sen2f* - 1]}d€* =
u% Lx— L* L>(-
— _ 44 "% _ 44 % - _ ’ * If* _
L*{fﬁ G*df GfG* fadE+a Ug(G*
L>(-2 2 Lx— G>(-4 1
_ * L o
03 (G*Z 1)fsen f G [** (1+e cos f*)? f}

Tendo em conta que

%2 %2
sen? f* a’n” sen? E*  sen?E* L? .
= = = sen” E7,

(1 + e* cos f*)> TR 0*4%2 - 77*2 G2

a expressdo (4.16) transforma-se em

2
w = -l

G\ (E 1 .
+03 (1 - T ) (E - ZsenZE )]

L L *
= (= 0) -0 (=) =03 (G* —1)5

—1) ¢

(4.16)
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A troca de varidveis, a primeira ordem, vird dada por

. OW, B *_afwl
=0+ 3L L=L =
0w e WL
g§=8 + 3G G=G PP 4.17)
. dW, . OW
h_h+&H*, H=H e

onde as derivadas parciais com respeito as novas varidveis, obtidas
ap0s uma série de célculos, sdo

nm
832*/1 = —m /“‘_130 L®VL? - G senE*

Ho

)
-y H—Z; L3 VL*? - G? senE*

Ko
27102 %2 *3 +3 %2 +3
R (1 3H?\ (L3 %\ 3(. H?\/(a o
_]2 L>t-3 [(Z_ZG*2 G*3_7_3 _Z 1_G*2 73 C052(f +g)
2 *2 * *
—2[’10 //(a) //L /((Z )
220 (=) - —o (= -1
. L*|U r 77 \%

+03 (é — 1) [(é + 1)sen2f* - 1] l,

2462

W _ 3R L H?)
ag* - G*Z

: [cos 2(f"+ g") +e cos2(f +2¢") + %cos(3f* + 2g*)] ,
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e também

IW,
oh

=0,

ja que a funcdo geratriz é independente de /" devido a simetria axial
do problema. Portanto, de (4.17) deduz-se que

H=H".

O resto de derivadas parciais da funcdo geratriz vém dadas por

oW,
JdL*
n %2 %2 %2
L<(4L* - 3G
=—m ”—130 [ ( ) (1 —cosE") + 2L (G* —= L*?) sen? E*]
Ho L2 - G*?
nz %2 %2 %2
L<(4L* - 3G
-, ‘u—230 [ ( ) (1 - cosE") + 2L (G** — L*?*) sen? E*]
Ho L2 - G*?

WR* (1 3H? a a? 2 .

+ > 1o |\1 152 1+ -t (1-¢7)|senf
3 H*Z at ax—Z *2 . .
_§(1— G*Z) [[1—7— T (1-e )]l sen(f* +2¢")

* %2
+ |% + ”7 + 2 - e*z)] sen(3f* + 2g*)l

72

~ C_2 (“3 [(20// _ (1 _ 6*2)0/) o

’
sen "+ —sen2f +o'e*—sen f*
L*G* e* f 2 f ax f

oG o (*_senZE*)
> T (e -1)(E 5

+4

+ %fL*?’ sen f* (1 — cos 2E*)],
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oW,
aG*
m L>«-3 *
= +a; ‘u—130 —G (1 —cosE")
Ho L% -G+
Hy LG
+ay — ——=(1—-cosE")
o V12— G2
WR(15H% 3\ . .., .. .3 H*?
+ 2 - |\702 71 (ff =C+esenf)+ 2|3 SG*Z

. [sen2(f* +g) +e'sen(f" +2g%) + gsen(Bf* + Zg*)”

2R2 %2 * %2
+ > %o [( 1,38 )[1+a7+a (1—e*z)lsenf*

—_— + —_
eL?G2|\ 4 4G? r?

G+ roor?

%2 * *
+§(1—H )ln—”— ”2(1—e*2]sen(f*+2g*)

- e*Z)] sen(3f" + 2g*>1]
— 030" + 03 f: (E* _ Sen22E*)
-
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IW,

JH*

2

HoR
G*

=—P cos i’ g(f*—€*+e*senf*)—ZsenZ(f*+g*)

- Ze* sen(f* +2g") — ezsen(?:f* +299|,

Por outro lado, como a nova fun¢do hamiltoniana H* dada em (4.15)
ndo depende das varidveis angulares ¢*, " e ", as equagdes candnicas de

Hamilton podem ser integradas na forma

dL* oH* .
e —af*—O::»L—cte,
4G = —87—{ =0= G =cte,
dt g

dH* oH* .
T _8h*_0:>H_Cte'

O resto de equagdes candnicas integram-se a primeira ordem. Assim,

a anomalia média

ac oOH" Ha

dt oL +L*3

Hyptto 241500
— 3 (t—to) — 2 s (t = to)
_ [JgRZ 1 3H>(-2
ST G2
- lLl4 Va4 L* !
+c72 L—05 [3(0 + Og)G* +4(0p—0" - 03)].
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Desta tiltima equacao

C=0+0t+ 61,

onde

2 2 m 2 ny
5; = +% + oy [/2:)3#0 to+ ar [“2?3[10 to
3[14R2 H*Z B #4 *
-/ 4—L*2G*3 l —353 +c72 L—% [3(0” + (73)G* +4(op— 0" — 03)] ,

Bioko i

52 = - L*3 [0%) L*3 P

sendo £; uma constante de integragao.

Analogamente, para o argumento do periastro

4

t "
L*3é*2 (G + 03)/

dg* ~ 87_{* _ 3‘1.131{2 H*Z
At - oG* - ]2 4L*3G*4 G*Z

+c7?

e integrando

g =8 +gt

onde

3 4R2 H*Z 4
8§=—b—%%7[1—5 J+ 2L
41°G* G*

sendo g uma constante de integracao.
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E por tdltimo, para o angulo do nodo

dv oH* 3R [

dt ~ oH* ~ Poragt G

e integrando
I =hy+hit,
onde

. 3uiR?* o
Wy =~ ——— ==
213G+ G

sendo /1y uma constante de integragao.
CALCULO DE EFEMERIDES
- Elementos orbitais iniciais:

Parte-se de certos valores iniciais dos elementos orbitais

* * b3 % * *
(ao, ey 1o, Ty, @p, QO)

correspondentes a um instante ¢, e com (i o valor da massa inicial (ver
Fig. 4.8 ao final do capitulo).

- Célculo das variaveis de Delaunay:

Obtém-se as varidveis de Delaunay correspondentes

Ho

L*o = ‘Ll() 616, 56 = 3 (to — TS),
%
G*O = L*O 1- e*%, ga = C()B,

Hy = G’ cost, hy = Q.
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- Aplicacdo do método a inversa:

Calculam-se as constantes do movimento: L*, G*, H", {j, ¢; e ho segundo

G = Go+

St 8t

hy + hit.

- Célculo dos elementos orbitais:

.. [V
50250_(81‘,*) ’
0

g* = g* _(a(_W)
0 0 aG* O,

G+ O+ 68,

Obtém-se os elementos orbitais em qualquer instante ¢
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H& que notar que é habitual substituir a época de passagem pelo
periastro pela anomalia excéntrica ou pela anomalia verdadeira. Sera

precisamente esta tiltima a que se utilizara no calculo neste trabalho.

Quando se tem em conta a segunda ordem de perturbagdes, aparecem
no termo misto da nova hamiltoniana J,c™? termos periédicos de longo
periodo dependentes do argumento do periastro da forma cos2g*. Para
elimina-los seria preciso aplicar novamente o método, agora na sua versao

biparamétrica, mediante uma transformagao canénica infinitesimal do tipo

(Lae’ G*, H*, f*, gx—/ hx—) N (L**’ G**, Ha(-x-, g*x-, gx—x—, h**),

de modo que a nova hamiltoniana

7__{:(-* = 7{** (_, _, _; Lx-x-’ Gx-*’ HH—)

for independente da varidvel angular g, com o qual na nova hamilto-

niana H* apenas ficariam os termos seculares.

4.3.2 Integracdo analitica para o problema completo

A implementacdo da versdo 4-paramétrica do método candnico apre-
sentado no Capitulo 3 levou-se a cabo com um cédigo programado em
Mathematica®. A aplicagdo resultante foi testada com os exemplos bem
conhecidos da influéncia do achatamento polar da Terra nas orbitas de
satélites artificiais (Soffel et al. 1988) e dos efeitos relativistas produzidos
pelo campo gravitacional do Sol no movimento do planeta Merctrio (Ri-
chardson e Kelly 1988) a primeira ordem. Deste modo, reproduziram-se
os resultados obtidos por outros autores tanto nas variagdes periddicas do
semieixo maior e da excentricidade, como nas seculares do argumento do

periastro e do dngulo do nodo.
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Na Figura 4.6 representa-se a evolugdo dos elementos orbitais para
um sistema bindrio com primadria elipsoidal e com perda de massa de
ambas as componentes. Consideram-se, alids, os efeitos relativistas criados
pelo campo gravitacional. Os elementos orbitais e parametros do sistema

mostram-se na Tabela 4.3.

Tabela 4.3: ELEMENTOS ORBITAIS E PARAMETROS DO SISTEMA BINARIO.

ELEMENTOS ORBITAIS | PARAMETROS
a (UA) 0.5 m (Mg) 15
e 0.2 my; (Mg) 1.0
i(°) 50 aq 1074
T 2000 a 107
w (°) 20 n 1.5
Q(°) 40 1y 3.0
Ri(Re) 5.0
J> 107

O valor da constante de gravitagdo que se tomou foi

G =471* UA’M, anos™.

O intervalo de integracdo foi de 100 anos com um passo de 107 anos,
sendo o tempo de computador de 47’37” num Pentium IV a 2.80 MHz com
512 Mb de RAM.

As diferengas entre os valores iniciais e finais dos elementos orbitais
mostram-se na Tabela 4.4. As mais notadveis sdo as variagdes seculares que
se produzem no semieixo maior, na época de passagem pelo periastro, no
argumento do periastro e no angulo do nodo. O contributo de cada um

dos cendrios considerados as variagdes observadas é o seguinte:
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Tabela 4.4: VARIACOES DOS ELEMENTOS ORBITAIS AO CABO DE 100 ANOS.

Aa  +1.90-1072 UA
Ae -2.76-107°

Al +0741
AT -=3.79 anos
Aw +8°04
AQ  —9°22

Perda de massa em func¢ao do tempo

Produz variagdes periddicas na excentricidade e no argumento do perias-
tro. Nao tem nenhum efeito sobre a inclinagdo e o angulo do nodo,
enquanto é a responsdvel da totalidade dos incrementos seculares que

acontecem no semieixo maior e na época de passagem pelo periastro.

Primdria com forma elipsoidal

Produz variagdes periédicas em todos os elementos orbitais e importantes
variagdes seculares no argumento do periastro e no angulo do nodo. Em
particular, é a causante na sua totalidade da retrogradagdo do angulo do
nodo e de parte do deslocamento, avango ou atraso segundo o valor da

inclinacdo, do argumento do periastro.

Efeitos relativistas

Quando se consideram os efeitos relativistas em primeira aproximagdo
pOs—newtoniana aparecem variagdes periédicas em todos os elementos
orbitais excepto na inclinacdo e no angulo do nodo, que permanecem inal-
terados. Porém, a variagdo mais notdvel é o avango secular do argumento

do periastro.
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As variagdes seculares que aparecem neste problema resumem-se na
Tabela 4.5, durante 100 anos, e mostram-se na Figura 4.6 para um intervalo
de 1 ano. No exemplo integrado nesta sec¢do o avanc¢o do argumento do
periastro partilha-se do seguinte modo: 0 95% é devido a forma elipsoidal

da primaria, enquanto o 5% restante é produzido por efeitos relativistas.

Tabela 4.5: VARIACOES SECULARES DOS ELEMENTOS ORBITAIS E OS FENOMENOS QUE AS
PRODUZEM.

VALORES A0 cABO DE 100 aNos FENOMENO

Aa  +1.90-1072 UA Perda de massa

AT -3.79 anos Perda de massa

Aw  +7°63 (95%) Componente elipsoidal
+0%40 (5%) Efeitos relativistas

AQ =922 Componente elipsoidal

Das equagdes que descrevem o movimento do sistema deduz-se que,
excepto o semieixo maior que sempre aumenta secularmente por causa da
perda de massa, o sentido de crescimento do argumento do periastro e do

angulo do nodo dependerd da inclinagdo da érbita:

Aw ~ 5cos?i—1

AQ ~ cosi

Considerando o cendrio em que a priméria apresenta forma elipsoidal,
existirda uma inclinacgao critica iqica = 1/ V5 ~ 63°4 (ver Fig. 4.7) para a
qual o argumento do periastro ndo apresenta varia¢do secular. Para valores

maiores este elemento orbital passara a retrogradar. De facto, quando a
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Figura 4.6: Variagbes dos elementos orbitais para o sistema submetido ao con-
junto completo de perturbagdes (intervalo de 1 ano).

inclinacdo é de 90° a retrogradagdo do argumento do periastro é maxima,

enquanto o angulo do nodo permanece constante.
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Figura 4.7: Dependéncia das variagdes seculares do argumento do periastro Aw
e do angulo do nodo AQ com a inclinagao orbital.
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Capitulo 5

Analise da estabilidade em
sistemas triplos com massa

variavel

“Sie bendtigen Chaos in Ihrer Seele,
Geburt zu einem tanzenden Stern zu

77 %

geben.

FriepricH NietzscHE (1844-1900)

5.1 Introducao

Como se viu nos capitulos anteriores, a perda de massa num sistema bina-
rio produz importantes variagdes seculares em alguns dos seus elementos

orbitais. Inclusive, para sistemas bindrios com alta excentricidade, a evo-

* “E preciso ter um caos dentro de si para dar a luz uma estrela bailarina.” Also sprach
Zarathustra, 1885.
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lucdo do par sob a perda de massa por perturbagdes gravitacionais tipo

efeito periastro poderia eventualmente conduzir a uma 6rbita hiperbdélica.

Num cendrio de maior complexidade dindmica, como é o caso dos sis-
temas multiplos, resulta especialmente interessante estudar tais variagdes,
directamente ligadas a estabilidade orbital. Em particular, analisaremos a
estabilidade em sistemas triplos hierarquizados, supondo que a existén-
cia de um terceiro corpo perturba gravitacionalmente a 6rbita do sistema
bindrio interno, quando existe perda de massa de um ou mais corpos.
Para isso consideraremos alguns dos critérios mais utilizados no estudo
da estabilidade nesta classe de sistema estudando a sua dependéncia com
a perda de massa (Andrade e Docobo 2004).

Este modelo, junto com os resultados quanto a evolucdo dos elementos
orbitais e a estabilidade do sistema, é aplicado a duas classes de sistemas

triplos hierarquizados:

1. Sistemas estelares triplos.

2. Sistemas binarios hospedando um planeta.

A metodologia aqui exposta sera aplicada no Capitulo 6 ao caso em que
num sistema triplo hierarquizado a bindria interna sofre perda de massa
enquanto a componente distante captura uma fracgdo desta massa que
escapa do sistema triplo.

5.2 Sistemas estelares triplos

Como um caso de especial interesse do problema de trés corpos, histo-
ricamente um dos principais temas da mecanica celeste (Marchal 1990),
define-se o problema estelar de trés corpos hierarquizado como aquele
de massas arbitrdrias, mas compardveis, movendo-se em Orbitas onde a
separacdo entre dois dos corpos é muito menor que a distancia ao terceiro
(Harrington 1968, 1969; Docobo 1977; Abad 1984; Ling 1988). Supomos,
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além disso, que a separacdo entre as componentes da bindria interna é o
suficientemente grande como para que os corpos possam ser tratados como
massas pontuais e que a distancia ao terceiro é o suficientemente pequena
como para que as forcas de maré galacticas se possam desprezar. O tinico
pequeno parametro é o quociente entre as separacdes, que é da ordem de
0.1 ou inferior, de modo que existe certa semelhanca entre este problema e
o problema lunar, apesar de que no primeiro ndo existe nenhuma restricao

nem para as excentricidades (e < 1) nem para a inclinacdo mutua.

Nos tiltimos anos tem-se abordado a analise da estabilidade desta classe
de sistemas a partir da teoria das forcas de maré para sistemas bindrios
techados, com a qual se obtém diminui¢des seculares do semieixo maior, da
excentricidade e do argumento do periastro. Assim, considerando marés
dindmicas num sistema bindrio fechado onde o potencial gerador da maré
é dependente do tempo e periddico, Ruymaekers (1992) determina dimi-
nui¢des seculares do semieixo maior e da excentricidade para um estrela
ndo rotante da sequéncia principal de 5 My. Porém, no caso dos sistemas
triplos, Orlov e Petrova (1996) concluiram que o estado de equilibrio de
circularizagdo e sincronizagdo que um esperaria ndo é atingido devido
aos efeitos seculares provocados pelo terceiro corpo. Inclusive no caso
de sistemas triplos abertos as perturbagdes seculares de ordens superiores
(octopolo) podem contribuir a que certos fenémenos, tais como a precessao
relativista ou a dissipa¢do por maré, ganhem importancia na evolugédo a
longo prazo do sistema, levando a cendrios totalmente diferentes ao caso
em que apenas se tem em conta o termo quadrupolar (Ford, Kozinsky e
Rasio 2000).

No que se refere a sistemas bindrios muito fechados também permane-
cem sem resolver algumas questdes fundamentais a respeito da evolugado
do sistema. Assim, para certos sistemas eclipsantes existem algumas dis-
crepancias entre os movimentos apsidais observados e os preditos pela
teoria de marés e a teoria geral da relatividade, de modo que os valores

observados sdo menores que os que se obtém a partir dos calculos teéricos.



152 5. ANALISE DA ESTABILIDADE EM SISTEMAS TRIPLOS COM MASSA VARIAVEL

Com a descoberta destas discrepancias os proprios autores do mesmo

sugeriram duas possiveis explica¢des (Martynov e Khaliullin 1980):

1. Presenca de um terceiro corpo no sistema.

2. Algum surpreendente mecanismo de decrescimento da excentricidade

que, pela sua vez, provoque varia¢des no argumento do periastro.

Alguns autores, a fim de explica-las, inclusive tiveram em conta a hip¢6-
tese de possiveis alteracdes da relatividade geral considerando um tensor
fundamental g, ndo simétrico (Moffat 1984). Contudo, uma das hipéteses
em principio mais factiveis que poderia explicar estas discrepancias é a de
um terceiro corpo numa 6rbita quase perpendicular. O principal problema
desta configuragdo reside na dificuldade da determinacdo da sua estabili-
dade. Recentemente, Khodykin, Zakharov e Andersen (2004) descobriram

algumas condigdes nas quais a estabilidade a longo prazo estaria garantida.

5.3 Planetas extra-solares

5.3.1 Planetas extra-solares em estrelas solitarias

Desde a descoberta do primeiro planeta fora do Sistema Solar (Mayor e
Queloz 1995) até o 1 de Novembro de 2006 tém sido descobertos uns 210
planetas extra-solares. Com certeza, este namero ir-se-a4 incrementando
nos proximos anos gragas a diversos programas ja em marcha e a projectos
futuros, tanto em terra como no espacgo. Actualmente estdo-se a descobrir
planetas com algumas massas terrestres, o que implica a capacidade de
detectar variacdes nas velocidades radiais da ordem de 1 ms~!. No futuro
préximo, quando se possam detectar variagdes de uns poucos centimetros
por segundo, espera-se que se comecem a descobrir planetas tipo terrestre
situados a distancias similares a da Terra ao Sol (ver Fig. 5.1). Também

é provavel que se descubram os primeiros satélites em redor de planetas
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extra-solares, possibilidade que, ha pouco tempo, tem sido teoricamente

analisada (Andrade e Docobo 2006).
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Figura 5.1: Distribuicdo do semieixo maior frente & massa dos planetas extra-
solares. As duas linhas descontinuas indicam os correspondentes limiares para

as variagdes na velocidade radial (Armitage 2006).

De um ponto de vista restrito da mecanica celeste a distin¢do entre

estrela e planeta carece de importancia, ja que, em geral, a 1inica proprie-

dade fundamental é a massa. Mas como se esta a ver no caso do problema

de perda de massa estelar, esta vem determinada pelas caracteristicas as-

trofisicas da propria estrela. Deste modo, embora o modelo matematico

que descreve o movimento de um sistema triplo estelar e o de um sis-

tema bindrio estelar hospedando um planeta sejam, em principio, iguais,

os parametros que determinam a sua ulterior evolu¢do dindmica ndo o
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sdo. Assim, o primeiro problema que um deve tomar em consideragéo é
a propria definicdo de planeta. Normalmente assume-se que a fronteira
entre um planeta e uma ana castanha esta definida pelo limiar de massa
em que se iniciam as reac¢des dos ntcleos de deutério, 13 M»,, de maneira
que um objecto com uma massa inferior! em 6rbita em redor de estrelas ou
remanentes estelares serd considerado um planeta —em qualquer outro
caso considerar-se-4 uma ana castanha. De facto, a auséncia de objectos
com massas entre 10 M», e 100 M, o denominado deserto das ands castanhas,
é o argumento mais sélido para acreditar que os mecanismos de formacao
de planetas e de estrelas de baixa massa ndo sdo iguais. Por esta razdo, na
pratica é habitual adoptar o critério de uma massa menor de 10 My, como

uma definicdo ttil de planeta.

De qualquer modo, o modelo matemético que definiremos para siste-
mas triplos hierarquizados resultard ser o esquema idéneo para o estudo de
um sistema em que um planeta estd em érbita em redor de uma estrela cuja
companheira se situa a uma distancia relativamente maior que a distancia
entre o planeta e a estrela primdria. Alids, o mesmo modelo corresponde
também ao de um sistema bindrio onde o objecto distante é um planeta
que estd em Orbita em redor do centro de massas das duas componentes
estelares. Uma configuragdo diferente a estas seria a de um sistema mul-
tiplanetdrio em que as 6rbitas dos planetas aparecem perturbadas pelo
movimento dos planetas vizinhos (Rodriguez e Gallardo 2005; Adams e
Laughlin 2006a).

O mistério das altas excentricidades observadas

Ainda em Orbitas inicialmente circulares a propria geometria do sistema
hierarquizado gera certa excentricidade na érbita do subsistema bindrio
interno devido as perturbac¢oes provocadas pela estrela distante (Georga-
karakos 2002, 2004). Este fenémeno acontece, inclusive, no caso planetario

de massas ndo comparéaveis (Georgakarakos 2006).

]MQ/ é a massa do planeta Japiter.
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Figura 5.2: Distribuicdo da excentricidade frente & massa dos planetas extra-
solares (Armitage 2006).

Por outro lado, aproximadamente um 10% dos planetas extra-solares
descobertos estdo muito proximos as suas estrelas, com periodos de menos
de 5 dias. Estes Jiipiteres quentes, que é o nome que recebem habitualmente,
sofrem potentes forcas de maré que tendem a circularizar a sua 6rbita. Po-
rém, no caso de existirem mais planetas com 6rbitas afastadas, a evolugdo
a longo prazo dos Jupiteres quentes vird condicionada pelas perturbacdes
induzidas por estes planetas externos, as quais tenderdo a aumentar a sua
excentricidade. A ac¢do conjunta destes dois fenémenos opostos, processo
de circularizagdo e incremento da excentricidade, produzira uma grande

dissipagao da energia no interior destes Jtpiteres quentes que, pela sua vez,
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poderia ocasionar perda de massa e explicar assim a relativa baixa massa

(ver Fig. 5.2) que possuem estes planetas (Adams e Laughlin 2006b).
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Figura 5.3: Distribuicdo da excentricidade frente ao semieixo maior dos planetas
extra-solares. A auséncia de planetas a direita da linha vertical azul é devida ao
limiar de sensibilidade do método de detecgéo por velocidades radiais (Armitage
2006).

No entanto, isto ndo explica a distribui¢do observada de excentricida-
des, e esta segue a ser um dos maiores mistérios que envolve o estudo dos
planetas extra-solares. Assim, de todos os planetas extra-solares conheci-
dos, apenas uns poucos possuem excentricidades proximas a zero, aqueles

com 0s menores semieixos maiores (ver Fig. 5.3).
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E conhecido que a formagao planetéria a partir de discos de acrecao
origina planetas com 6rbitas quase circulares como acontece, por exemplo,
no Sistema Solar. Portanto, descartando efeitos de seleccao observacionais
que favorecessem a descoberta de planetas com altas excentricidades com
o método das velocidades radiais, é claro que deverdo existir um ou mais
mecanismos que produzam aumento da excentricidade. Até ao momento,

estes foram os propostos (Tremaine e Zakamska 2003):

—_

. Interac¢des com o disco de gas protoplanetario.

2. Encontros préximos entre planetas.

3. Interacgdes ressonantes entre planetas.

4. Interacgdes seculares com companheiras estelares afastadas.
5. Processos de difusdo no espacgo de fases.

6. Propagacdo de perturbagdes através de outros planetas.

N

. Formagdo a partir de uma nuvem proto-estelar em colapso.

Porém, nenhum destes mecanismos é totalmente satisfatorio e a mai-
oria deles precisam de condic¢Ges iniciais concretas demais (Zakamska e
Tremaine 2004).

5.3.2 Planetas extra-solares em sistemas binarios

A descoberta de planetas extra-solares em sistemas binarios, mais nume-
rosos que as estrelas solitdrias, tem levado a um crescente interesse pela
estabilidade destes sistemas, os quais apresentam propriedades orbitais
diferentes as dos planetas em 6rbita em redor de estrelas solitdrias (Eggen-
berger, Udry e Mayor 2004).
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Os planetas extra-solares em sistemas binarios podem aparecer funda-

mentalmente em trés configurac¢des (Dvorak 1986):

Orbita tipo P Orbita tipo planeta onde o terceiro corpo orbita em redor dos

primarios.

Orbita tipo S Orbita tipo satélite onde o terceiro corpo orbita em redor de

um dos primaérios.

Orbita tipo L Orbita tipo livrador onde o terceiro corpo esta a livrar em

redor de um dos pontos triangulares de Lagrange, L, ou Ls.

A tdltima destas configuragdes ndo é de grande interesse no estudo de
planetas em sistema bindrios, jd que para que as 6rbitas em redor de L, e
L5 sejam estaveis tem-se que verificar a restritiva condicdo mmTlm < 0.04.
Portanto, centraremos o nosso estudo em aqueles sis’cemas1 Corrf oOrbitas

planetérias tipo P ou S (ver Fig. 5.4).

Orbita tipo P Orbita tipo S

- o

Figura 5.4: Orbitas tipo P e tipo S num sistema binario com um planeta (circulo
verde).

Os dados actuais indicam que aproximadamente um 20% das estrelas
com planetas sio membros de sistemas bindrios ou multiplos, embora a

percentagem real seja maior, j4 que os dados estdo afectados por efeitos
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de seleccao. Excepto, talvez, em dois casos: PSR B1620-26 e HD 202206,
no resto de sistemas as Orbitas planetarias sao do tipo S (Haghighipour
2006). Isto explica-se facilmente pelo facto de que o método mais utilizado
de detecgdo por varia¢des nas velocidades radiais favorece a deteccdo de

sistemas em que o planeta estd proximo a uma das estrelas.

Quase todos estes sistemas multiplos sdo abertos (entre 100 e 6 000 UA),
de tal maneira que a influéncia da componente distante é desprezivel. A
distancia para a qual o efeito gravitacional comeca a ser considerdvel é de
umas 100 UA, mas apenas existem trés sistemas com distdncias menores:
y Cephei (Hatzes et al. 2003), GJ 86 (Els et al. 2001) e HD 188753 (Konacki
2005).

Considerando bindrias com diferentes excentricidades e relacdes de
massas, as regides de estabilidade das 6rbitas tipo P e S foram identificadas
por Holman e Wiegert (1999). Recentemente estas regides foram estudadas
por Musielak et al. (2005), obtendo a sua dependéncia com respeito a
relacdo de distdncias entre as componentes a partir de critérios para a
determinacdo das Orbitas planetdrias estdveis, marginalmente estaveis e
instaveis. Quando se tém em conta certas ressondncias inclusive é possivel
a ejeccdo de planetas em Orbitas tipo P (Mudryk e Wu 2006). Em relagao
as Orbitas tipo S, Pilat-Lohinger e Dvorak (2002) demonstraram mediante
os Indicadores Répidos de Lyapunov (FLI) que as zonas de estabilidade
diminuem com o incremento da excentricidade de alguma das orbitas,

especialmente com o da 6rbita externa.

Num contexto ampliado do conceito de estabilidade resulta especial-
mente interessante a determinacao das zonas de habitabilidade, sobretudo
para planetas tipo terrestre (David et al. 2003) ou, inclusive, para satélites

de planetas gigantes (Dvorak 2006).
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Mecanismos de varia¢ao da excentricidade

No caso das 6rbitas planetérias tipo S, sabe-se que a companheira afas-
tada pode provocar importantes perturbac¢des seculares sobre a 6rbita do
planeta. Em particular, para inclina¢des dos planos orbitais relativamente
altas (i 2 icitica = 39°2) aparecem perturbacdes periédicas de grande am-
plitude na excentricidade conhecidas como ciclos de Kozai (Kozai 1962). A
primeira ordem de perturbagdes, o0 maximo valor da excentricidade da

6rbita planetdria que se pode alcangar por causa deste fenémeno periddico

[ 5
€124 = 1- 5 cos? i, (51)

enquanto o periodo das oscilagdes se estima em

esta dado por

+ 3 3
P~ P P2 () (1 )’ (5:2)

onde 1, 2 e 3 representam a estrela primdria, o planeta e a estrela
distante, respectivamente; Pi, é o periodo orbital do planeta; a;, e a3 o
semieixos maiores do planeta e da estrela distante; e e; a excentricidade
desta tltima. Esta expressao deve ser multiplicada por um coeficiente de
ordem a unidade que se obtém a partir da funcdo C de Weierstrass (Kozai
1962).

Contudo, mediante simula¢des numéricas, Takeda e Rasio (2005, 2006)
provaram recentemente que as perturbagdes tipo Kozai, ainda desempe-
nhando um papel muito importante na distribuicdo de excentricidades
observada em planetas extra-solares, ndo sdo suficientes para explicé-la
completamente. Algumas limitagdes importantes na producdo deste fe-
némeno sao a necessidade de relativamente altas inclinacdes mutuas e o
facto de que se o periodo de precessdo relativista é menor que o periodo

de Kozai, entdo as oscila¢des de Kozai ndo se produzem.
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Como se demonstrou nos Capitulos 2 e 4, o efeito periastro produz
variagOes seculares em alguns elementos orbitais, nomeadamente na ex-
centricidade. Neste contexto propomos que o efeito periastro poderia
agir como mais um mecanismo de incremento da excentricidade capaz de
explicar os altos valores desta, tanto em Orbitas tipo P como tipo S, em
cendrios de perda de massa (ver § 2.3 e §4.2.2).

5.4 Formulacao de Jacobi

As coordenadas de Jacobi, também denominadas coordenadas em cadeia
baricéntrica, constituem um sistema natural de coordenadas em sistemas
hierarquizados que possuem a notavel propriedade de apresentar peque-
nas amplitudes para perturbac¢des de curto periodo. A formula¢do do
problema de trés corpos hierarquizado divide o movimento do sistema
em dois movimentos desacoplados. Deste modo é possivel escrever a
hamiltoniana como soma dos dois termos correspondentes mais um termo
de acoplo. Este altimo escreve-se com uma série de poténcias do quociente
£ = aﬁ, onde a1, e g3 sdo o semieixo maior da Orbita interna e a distan-

qs
cia pericéntrica da Orbita externa, respectivamente, o qual opera como o

pequeno parametro da perturbacéo.

Na formulagdo de Jacobi do problema de trés corpos definem-se os
vectores de posicdo: 7, que vai de uma das bindrias, de massa m;, a outra,
de massa my; e ﬁ, que vai do centro de massas das bindria, 11, a posigao
da estrela distante, m3;. O centro de massas do sistema denota-se por I.
Usaremos o subindice 12 para nos referir aos elementos da érbita de m,
relativamente a m; e 0 3 para a de mj3 relativamente ao baricentro de m; e
m, (ver Fig. 5.5).
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m;

Figura 5.5: Sistema de coordenadas de Jacobi para o problema de trés corpos.

As correspondentes equagdes do movimento sdo

7 ths 7

> 23 13

r= —G(m1 +m2)ﬁ +Gm3 (T_ T),
Tz T3

(5.3)

- -
ny @ "y 123
my + mo 7’“;’3 my + mo 1’33

1%:—G(m1+m2+m3)(

g e 4. sz .
Se @ ¢é o angulo entre os vectores 7 e R, P; é o j-ésimo polinémio de
Legendre, G é a constante de gravitagdo (G = 4n? se as unidades sdo
unidades astrondmicas, anos e massas solares) e

i—1 i
ml — (—my)!

(mq + my)

M]' = mq my iz

a hamiltoniana para este sistema sera

_Gmmy  G(mi+m)ms; G ; (r)f(az)f“
H = 20 + 2 +a ;‘s M; ) (R Pj(cos ),

N

onde o ultimo termo representa a perturbagdo sobre as duas Orbitas

keplerianas.
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5.5 Critérios de estabilidade para sistemas tri-

plos hierarquizados

O problema da estabilidade dindmica em sistemas triplos hierarquizados
tem sido tradicionalmente objecto de incessante estudo. Nao é, porém, até
a década dos anos 60 do passado século quando se comecam a estabelecer
os primeiros critérios de estabilidade associados a valores criticos de certos

parametros.

Partindo de condig¢des iniciais arbitrdrias, salvo em casos especiais,
qualquer sistema de n—corpos é instavel. Contudo, se o sistema apresenta
uma configuragdo hierarquizada, é possivel que este possa ser ao menos
quase estavel, no sentido fraco de que permanecera nesta configuragdo

durante muito tempo.

No caso particular das estrelas triplas parece claro que, se a distancia
da terceira componente ao baricentro da bindria é grande comparada com
a separagdo entre as componentes da bindria, o sistema serd estdvel no

sentido de que ndo havera termos seculares nos semieixos maiores.

De acordo com Orlov e Petrova (2000) duas sédo as alteragdes que pode

sofrer o movimento de um sistema triplo hierarquizado:

e uma violagdo da hierarquia devido a substituicdo de uma das com-

ponentes da bindria interna pela terceira componente, e

e 0 escape do sistema da terceira componente seguindo uma O6rbita

hiperbdlica sem violagdo da hierarquia.

E dificil estabelecer uma definigdo geral do que se entende por estabi-
lidade de sistema triplos. Neste estudo consideraremos que um sistema
triplo hierarquizado ¢é estadvel quando as componentes apresentam movi-
mentos ligados de maneira que os semieixos maiores e as excentricidades

nao exibem variacoes seculares.
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Assim, a atencdo estard dirigida para aqueles casos em que se pode
produzir a rotura do sistema triplo como consequéncia do escape da ter-
ceira componente. Consideraremos unicamente critérios de estabilidade
para os quais existe uma expressdo analitica. O fim dltimo é estabelecer a
influéncia da perda de massa de uma ou varias das componentes sobre a
estabilidade dinamica do sistema no sentido de Laplace, isto é, mostrando
mudangas seculares evidentes nos elementos orbitais. Contudo, também
é de interesse estimar a sensibilidade destes critérios a perda de massa que
sofre o sistema estelar triplo, assim como a resposta que cada um deles
oferece.

5.5.1 Critério de Harrington

Este critério, estabelecido a partir de simula¢des numéricas de sistemas tri-
plos com massas iguais (Harrington 1972) e posteriormente generalizado
para quaisquer massas (Harrington 1977), é valido para problemas tridi-
mensionais excepto para sistemas com mutua inclinagdo orbital ortogonal.

O parametro de estabilidade tem a forma

F= Aex (1 - eex),
Ain

sendo a;, e a., 0s semieixos maiores das Orbitas interna e externa, respec-

tivamente. O parametro critico F. depende das massas das estrelas e da

sua mutua inclinagao

ms
my+my

3/2

F.=A|1+Blog + K,

sendo K =2; A =3.50 e B = 0.70 se o movimento é directo; e A = 2.75
e B = 0.64 se o movimento é retrégrado. Para que haja estabilidade tem-se
que verificar F > F,.



5.5. CRITERIOS DE ESTABILIDADE PARA SISTEMAS TRIPLOS HIERARQUIZADOS 165

Apb6s uma série de integragdes sobre diferentes 6rbitas Harrington

chega as seguintes conclusoes:

¢ Confirma-se a instabilidade das configura¢des préximas a perpendi-

cularidade (i = 90°) para os semi-eixos maiores.

e A estabilidade é independente da excentricidade da 6rbita interna,
para excentricidades moderadas, e dos argumentos do periastro de
ambas as Orbitas. Por outrolado, a estabilidade também ndo depende
dainclinagdo—excepto parai ~ 90° —sendo apenas de se o movimento

é directo ou retrégrado.

e A estabilidade ndo depende do semi-eixo maior externo, sendo de

uma combinacdo do semi-eixo e da excentricidade da érbita externa.

A independéncia da estabilidade relativamente a inclinacdo, excepto
no caso em que as Orbitas sejam perpendiculares, permite estudar a esta-

bilidade considerando unicamente modelos planos.

5.5.2 Critério de Graziani—Black

Numa série de trabalhos realizados por Black e colaboradores (Graziani e
Black 1981; Black 1982; Pendleton e Black 1983) estabelece-se, a partir de

simulag¢des numéricas, o seguinte critério de estabilidade.

O parametro de estabilidade vem dado por

_ My +mg3
21’111 .

Por outro lado, o parametro critico é

A3

Ue = 0.175 m para [ < 1,
A3

pe = 0.083 para u=>1,

2-Ay
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onde

2(R-1)
A= ———=
R+1 "7

— Aex (1 - eex) + U]

R .
Ain mq + nip

Segundo indicam os autores, um sistema serd dinamicamente estavel
se U < Ue.
Considerando diferentes configura¢des orbitais, Pendleton e Black (1983)

obtém os seguintes resultados:

e Os sistemas com Orbitas retrégradas onde o tercidrio é muito me-
nos massivo que os primarios (configuracdo de planeta externo) sao

menos estdveis que os correspondentes com 6rbitas directas.

e A inclinagdo ndo afecta significativamente a estabilidade nas confi-
guragdes com planeta externo. Porém, nas configura¢des em que o
planeta esta na 6rbita interna e a tercidria estd numa 6rbita fechada,
a estabilidade diminui notavelmente para inclina¢des superiores aos
50°.

e O inicio da instabilidade depende apenas fracamente da excentrici-
dade da 6rbita da bindria interna ou da tercidria sempre que a massa
da tercidria seja compardvel a massa reduzida da bindria. No entanto,
a estabilidade dindmica dos sistemas em que a massa da tercidria é
muito maior ou muito menor que a massa reduzida da binaria é uma

funcao relativamente forte da excentricidade.

5.5.3 Critério de Eggleton—Kiseleva

O parametro de estabilidade (Eggleton e Kiseleva 1995) vem definido por
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de modo que o sistema triplo hierarquizado sera estdvel se X > X,

sendo
3 3
X, = ( e ) (Lren) v
1+ gex 1-—e,

S

3.7 2.2 1.4 -
Yo~ 1+=+ 1+—1qef ,
Gae 1445 ) g5 +1

com

Qm - m]’
_ my + iy
Qex = 1y ’

e Y. sendo o quociente critico entre a distancia pericéntrica da binéria

externa e a distancia apocéntrica da interna.

Segundo os autores, os sistemas mais instdveis sdo aqueles com 6rbitas

coplanares e movimento directo.

5.5.4 Critério de Aarseth-Mardling

Mais recentemente, Aarseth e Mardling (1999) sugeriram um novo critério
valido para um amplo intervalo dos valores das massas e das excentricida-
des, embora apenas aplicdvel a sistemas coplanares com ambas as 6rbitas

no mesmo sentido do movimento.
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Haver4 estabilidade se o pardmetro de estabilidade (Mardling e Aar-
seth 2001) dado por

7 = Aex (1 — €ex)
Ain
verifica Z > Z., sendo
1+e :
Z:=C|(1+gn) vl (5.4)

onde C = 2.8 se determina empiricamente.

Nessa expressado aparece a relagdo de massas

n3

ex my + nip '

Por outro lado, sistemas cujas 6rbitas internas e externas estejam in-
clinadas serdo mais estdveis — poderdo ser até um 30% mais préximas no
periastro externo — que aqueles com 6rbitas coplanares para as mesmas
relacdes de massas e excentricidades. Para ter em conta este incremento
na estabilidade por efeito da inclinacdo, introduz-se (Mardling e Aarseth
2001) na expressao (5.4) um factor de redugdo linear ad hoc de tal maneira

que o parametro critico se pode reescrever como

1+e,

2

s i
— | (1-03 )
VI—en ( 180°

onde a inclinagdo muitua vem dada por

Z.=C

(1 + gex)

COS1 = COSij; COS e + SeN i, sen iy cos (Qy — Qi) .
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5.5.5 Intervalos de estabilidade

Define-se o intervalo de estabilidade de uma estrela tripla como o quociente

o, =+ , (5.5)

onde

p = Fu XouZ

+ para F XeZ,

— para [.

Quanto maior é 6, maior é o intervalo de estabilidade do sistema se-
gundo o critério utilizado. Assim, se 6, < 0, entdo o sistema pode ser
dinamicamente instavel, quer dizer, é possivel que se produza uma viola-

¢do da hierarquia ou um escape da terceira componente.

5.6 Efeito de aproximacdes mutuas: lei de perda

de massa generalizada

No Capitulo 2 definiu-se uma expressdo analitica que d4 conta da perda
de massa em sistemas binarios. Esta lei descreve ndo s6 a diminuicao
de massa dependente da evolucdo temporal das estrelas, sendo também a

produzida pelo chamado efeito periastro:

. _ n q Po
1 (1, po, t, my, my) = —qymy —aym, — wr
Com esta lei é possivel explicar variagdes seculares nos elementos or-

bitais, tais como o incremento secular da excentricidade que tem lugar
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quando  # 0 ou o incremento/decremento secular do semieixo maior em
funcdo do valores relativos de a; (i=1,2) e f. No caso de sistemas triplos,
e considerando uma lei de perda de massa deste tipo para cada uma das
componentes, existird um efeito periastro generalizado que consistird num
aumento da perda de massa por causa das aproximag¢des mutuas entre as
trés componentes. A perda de massa de cada uma delas vira dada por
uma expressdo como a anterior em que aparecera um termo de interacgdo

com cada uma das restantes componentes

. C12 3
— n
= —aymy =P — = Pz,
"2 13
c c
. q 12 3
My = —axm, —Pn - =P, (5.6)
" 23
C3 C3
> — S
M = —aziy—Ps1 o — P2 o,
"3 32

onde r;;, com i = 1,2,3, é a distancia da componente i a componente j
(evidentemente, r;; = r;); c12 € 0 momento angular da 6rbita interna e ¢3 o
da externa; os a; (i = 1,2,3) sdo trés pequenos parametros que medem a
perda de massa dependente do tempo, enquanto sdo os, também pequenos
parametros ;; com (i = 1,2,3), os que dao conta da perda de massa por
este efeito periastro generalizado. Em geral, §;; # B;;, j4 que o primeiro
acopla a perda de massa da componente i em funcdo da sua distanciaa je

a segunda a da componente j a medida que se aproxima a i.

5.7 Analise de diversas configuracOes e cendrios

A aplicagdo de um método de integracdo numérico, concretamente um
integrador de Runge-Kutta de passo varidvel de oitava ordem (RKS), ao
sistema de equagdes (5.3) mais as trés equagdes dadas por (5.6) permitira
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obter as coordenadas de Jacobi e a partir delas os elementos orbitais de

ambas as Orbitas.

Conhecendo os elementos orbitais estaremos em condi¢coes de deter-
minar os parametros de estabilidade estabelecidos anteriormente tanto
no caso de massa estacionaria como varidvel. Realizaremos a integracao
numérica para alguns casos reais, representativos da classe de sistemas
em que o estudo da estabilidade é fundamental por estarem no limite da

regido de estabilidade, considerando as seguintes configuracdes:

o (Estrela+planeta)+estrela: 6rbita planetéria tipo S.
o (Estrela+testrela)+planeta: 6rbita planetéria tipo P.

o (Estrela+testrela)+estrela: sistema estelar triplo.
em trés cendrios diferentes:

e SPM: ndo ha perda de massa.
e MDT: unicamente hd perda de massa em fung¢do do tempo.

e MDT+EP: sobrepde-se a MDT perda de massa por efeito periastro.

Analisaremos o movimento do sistema triplo a fim de encontrar sinais
de instabilidade produzidos pela perda de massa do sistema. Comprova-
remos que existem sistemas estelares triplos para os quais haverd ou néo
estabilidade segundo o critério que consideremos. Estes casos situam-se

na fronteira tdo pouco nitida entre a estabilidade e a instabilidade.

5.7.1 Configuracoes
1. [(Estrela+planeta)+estrela] — y Cephei

Dos trés sistemas bindrios conhecidos —todos com 6rbita planetéria tipo

S— com a componente distante situada a uma distancia sensivelmente
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menor de 100 UA (citados em § 5.3.2) analisaremos o caso de y Cephei.
Esta é uma estrela brilhante (V=3.21) classificada como K1 III-IV com uma
companheira and M4, nunca observada visualmente, a umas 19 UA. Um
planeta com uma massa minima de 1.43 M, orbita em redor da primaria a
uma distancia de 1.9 UA (ver Fig. 5.6). Os valores dos parametros fisicos e
orbitais deste sistema (Torres 2006) mostram-se na Tabela 5.1. Para a incli-
nacgdo e angulo do nodo da 6rbita planetdria tomaram-se os valores 123° e
12°, respectivamente, os quais correspondem a uma inclinagdo mutua de

uns 5°.

Estrela secundaria

Planeta

Figura 5.6: Sistema binario-planetério y Cephei com a brilhante estrela princi-
pal, de nome Errai, no centro. Representam-se a escala as érbitas da estrela
secundaria e do planeta [McDonald Observatory, University of Texas (Austin)].

Nao s6 a 6rbita do planeta y Cep Ab parece ser estavel para inclina¢des
inferiores a 40° (Haghighipour 2006), sendo que existem mais regides de
estabilidade onde a existéncia de outros planetas seria possivel (Dvorak et
al. 2003; Verrier e Evans 2006).

Por outro lado, a questdo sobre as zonas de habitabilidade ainda esté4
aberta, e ndo esta claro como variariam estas ao introduzir a evolugao este-
lar da primdria no seu caminho para a categoria de gigante (Haghighipour
2006). E de esperar que os episédios de perda de massa caracteristicos
da primeira fase de ascenso pelo ramo das gigantes influam na evolugao

dindmica do sistema, nomeadamente na sua estabilidade.
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Tabela 5.1: VaLorEs Dos PARAMETROS DO s1STEMA ) CePHEI (TORRES 2006).

y CEPA y CErB y Cer Ab
Classe K1II-1V M4 Planeta
Tef 4800+100 K - -
[Fe/H] +0.01+0.05 - -
R 4.790+0.052 R, - -
M 118+ 0.11 My 0.362+0.022 M, 1.43 +0.13 My, (minima)
P [anos] - 66.8 + 1.4 2.4717 + 0.0096
e - 0.4085 + 0.0065 0.113 £ 0.058
a [UA] - 19.02 + 0.64 1.94 + 0.06
i[°] - 1181 +1.2 -
w [°] - 160.96 + 0.40 63 + 27
QI[°] - 13.0+24 -
T - 1991.606 + 0.032 2004.38 £ 0.20

Infelizmente, para estrelas de classes espectrais compreendidas entre
KO II-III e M5-6 II-1Il todavia ndo se conhecem bem os mecanismos de perda
de massa (Crowley 2006). A fim de obter estimacdes da perda de massa
dependente do tempo durante a fase no Ramo das Gigantes Vermelhas
(RGB) tem-se utilizado extensivamente a conhecida como “lei” de Reimers
(1975). Contudo, agora sabe-se que a férmula de Reimers nédo é capaz de
explicar completamente as perdas de massa que se deduzem dos dados
observacionais obtidos nos ultimos anos. De facto, tém sido propostas
outras formulas empiricas (Catelan 2005); uma das mais recentes, aplicavel
a ventos frios, é a de Schroder e Cuntz (2005), que supde uma modificacdo

da de Reimers
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LR Ty \?° g0
"ML (40001<) ' B0g ) 6.7

onde L., R, e M, sdao a luminosidade, o raio e a massa da estrelas em

unidades solares e g. e g, sdo a gravidade superficial da estrela e do Sol,
respectivamente. Por outra parte, T,r é a temperatura efectiva e 7 um
parametro de ajuste cujo valor é fixado em 8(+1) 107* M, ano™" a partir de

calibragdes realizadas em cimulos globulares para estrelas RGB.

Apesar destes intuitos, actualmente ndo esta claro se é possivel expri-
mir a perda de massa nas gigantes vermelhas mediante uma expressao
analitica. Assim, Origlia et al. (2002), apés uma andlise de seis camulos
globulares com diferentes metalicidades, chegam a uma série de conclusdes

que se podem resumir em:

e Nenhuma das férmulas conhecidas reproduz a perda de massa real,

sendo as diferengas, em geral, maiores de uma ordem de magnitude.

e Ndo existe uma dependéncia clara entre os ritmos de perda de massa

e os parametros estelares basicos L, R e g.

e A perda de massa acontece fundamentalmente no extremo da fase

RGB, concretamente durante o tltimo milhdo de anos.

e Os episddios de perda de massa duram entre umas poucas décadas

e um milhdo de anos.

e Nao existe nenhuma correlacdo entre a perda de massa e a metalici-
dade.

Contudo, do seu trabalho deduz-se que o ritmo de perda de massa
para uma estrela perto do extremo do RGB se pode estimar entre 107 e
107® Mgy ano!.
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INTEGRACAO:

Integraremos numericamente determinando para cada cenario (SPM,
MDT e MDT+EP) a evolugao do intervalo de estabilidade, dado por (5.5),

correspondente a cada critério.

Num cendrio de MDT em que se considera a lei (5.7) obtém-se, para esta
estrela, um ritmo de perda de massa teérico de 5 - 107> M, ano™!. Porém,
tendo em conta os comentdrios anteriores sobre a validez, a vista das
observagdes recentes, deste tipo de férmulas, e supondo que a subgigante
estd numa fase de maxima perda de massa, é de esperar que o valor real seja
muito superior ao tedrico. Por estarazado, baseando-nos em ritmos de perda
de massa para estrelas similares, tomaremos um valor de 107 M ano™.
Devido a que os episddios de perda de massa apresentam duragdes que vao
de uns poucos anos até varios centos de milheiros de anos, consideraremos
um periodo de integragdo num cendrio de MDT de 1000 anos, isto &,
aproximadamente uns 15 periodos da 6rbita externa. Por outro lado, a
perda de massa da componente and serd desprezivel (a3 = 0), 0 mesmo
que a do planeta (a; = 0), de modo que se pode assumir que ambas as

massas permanecem constantes.

Tabela 52 VALORES HIPOTI::TICOS DOS PARAMETROS DE PERDA DE MASSA PARA CADA
COMPONENTE (i, j = 1,2, 3) DO sISTEMA TRIPLO ) CEPHEL

PRIMARIA SECUNDARIA TERCIARIA

n; 3 - -
a; 107°°
Bij 107 0 0

Para a andlise deste sistema no cendrio de MDT+EP consideraremos
que a primadria sofre um certo aumento da sua perda de massa nas proxi-

midades do periastro em relagdo a companheira estelar, quantificado por
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Pz = 107°. Por outro lado, também neste cendrio as massas da estrela and e
do planeta permanecem constantes, sendo o efeito periastro provocado por
este tltimo sobre a subgigante desprezivel, dada a sua massa e distancia. A
perda de massa global modela-se segundo a lei generalizada dada em (5.6),
onde a; = a3 = fo1 = foz = P12 = P31 = P2 = 0 (ver Tab. 5.2). Simplificando,

a lei de perda de massa para a primaria resulta ser

iy = —ay my — B3 CTS

s
Os valores iniciais dos parametros que caracterizam a estabilidade do
sistema segundo os critérios descritos em § 5.5 mostram-se na Tabela 5.3.
Segundo os trés primeiros critérios de estabilidade aplicados: Harrington,
Graziani-Black e Eggleton—Kiseleva, o sistema seria estdvel; mas segundo
o de Aarseth-Mardling nédo é possivel dizer nada sobre a estabilidade do

sistema (ver Fig. 5.7).

No entanto, a proximidade destes valores a zero ndo permite garantir
que o sistema seja completamente estavel. Mas o que sim se pode afirmar,
a vista dos resultados da Tabela 5.3 e da Figura 5.8, onde se mostra a
evolucdo temporal dos intervalos de estabilidade durante 1 000 anos, é que
o efeito periastro € um mecanismo que contribui eficazmente a redugao da

estabilidade do sistema.

A Figura 5.9 mostra a evolugdo temporal das excentricidades e dos
semieixos maiores para os trés cendrios considerados aolongo de 1 000 anos.
Também aqui se observa que as perturbag¢des produzidas pela perda de
massa, especialmente quando ha efeito periastro, ocasionam aumentos
seculares dos elementos, sobretudo do semieixo maior da 6rbita externa.

A evolugao temporal das inclinagdes mostra-se na Figura 5.10.
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Tabela 5.3: VALORES DOS PARAMETROS DE ESTABILIDADE, DO SEU VALOR CRITICO E
DOS INTERVALOS DE ESTABILIDADE PARA OS CRITERIOS DE HARRINGTON (F), GRAZIANI—
Brack (1), EGGLETON—KISELEVA (X) E AARSETH-MARDLING (Z) PARA O SISTEMA TRIPLO
y CepnEl com £ = 0 E £ = 20000 ANos.

p b tr pe b tr 5, tr
SPM

F 5799 5802 F. 5353 5353 O +0.083 +0.084

u 0.154 0154 p. 1148 1149 o, +0.866 +0.866

X 26.858 26.876 X. 20906 20.497 6x +0.285 +0.311

zZ 5799 5802 Z. 9.636 9.636 0, -0.398 -0.398
MDT

F 5799 5762 F. 5353 5360 o6 +0.083 +0.075

u 0154 0158 pu. 1148 1121 &, +0.866 +0.859

X 26.858 26.513 X, 20906 20.563 06x +0.285 +0.289

z 5799 5762 Z. 9636 9710 &6, -0.398 -0.407

MDT+EP
F 5799 5762 F. 5353 5360 O +0.083 +0.075

u 0.154 0158 pu. 1148 1121 6, +0.866 +0.859
X 26.858 26.516 X. 20906 20.560 ox +0.285 +0.290
V4 5799 5762 Z. 9.636 9710 o6, -0.398 -0.407

2. [(Estrela+estrela)+planeta] — Sistema hipotético (baseado em y Cephei)

Como uma variante da configuragdo anterior consideramos um sistema
bindrio estrela+estrela com um planeta deslocando-se em redor do centro
de massas das duas componentes estelares. Ata agora ndo se tem desco-
berto nenhum sistema deste tipo, pelo que consideraremos um sistema
hipotético em que os valores das massas e dos elementos orbitais sao os

mesmos que os do sistema y Cephei, mas com o planeta em Orbita tipo
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Figura 5.7: Mapas de estabilidade em fungdo da excentricidade e do semieixo
maior da érbita externa segundo os critérios de Harrington (0F), Graziani—Black
(ou) e Aarseth—Mardling (0Z), e em fun¢do das excentricidades das duas orbitas
segundo o critério de Eggleton—Kiseleva (6X) para y Cephei. A linha branca
descontinua marca a fronteira entre a regiao de estabilidade e a de indizibilidade,
enquanto as cores indicam o gradiente, de maneira que nas regiées onde a cor
€ uniforme a variagao do valor do intervalo de estabilidade € mais lenta que em
aquelas outras onde as cores variam rapidamente.
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Figura 5.8: Evolugao temporal dos intervalos de estabilidade para y Cephei. A
linha azul corresponde ao cenario SPM, a verde ao de MDT e a vermelha ao de
MDT+EP.

P em redor do sistema bindrio formado pelas duas estrelas. Isto é, nesta
configura¢do o planeta e a estrela distante tém trocadas as suas posigdes
em relacdo a configuragdo anterior, de modo que os elementos orbitais se

obtém directamente da Tabela 5.1.

A partir dos resultados sobre os intervalos de estabilidade mostrados
na Tabela 5.4, o sistema seria estdvel segundo os trés primeiros critérios:
Harrington, Graziani-Black e Eggleton—Kiseleva; e ndo se poderia dizer
nada segundo o critério de Aarseth-Mardling. Os mapas de estabilidade
para esta configuragdo sdo ligeiramente diferentes ao da anterior, j4 que
o sistema se encontra mais afastado do limite de estabilidade. Segundo
o critério de Eggleton—Kiseleva o sistema estd claramente na regido de
estabilidade (ver Fig. 5.11).
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Figura 5.10: Evolugao temporal das inclinagbes: interna (esquerda), externa
(centro) e mutua (direita) para o sistema triplo y Cephei. A linha azul corresponde
ao cenario SPM, a verde ao de MDT e a vermelha ao de MDT+EP.

De facto, na Figura 5.12 observa-se que esta configuracdo, com 6rbita
planetaria tipo P, ndo s6 é mais estavel que a tipo S, sendo que, inclusive
em cendrios de MDT e MDT+EP, a tendéncia ao aumento da estabilidade
segue a ser dominante, as avessas do que acontecia com a 6rbita tipo S (ver
Fig. 5.8).
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Tabela 5.4: VALORES DOS PARAMETROS DE ESTABILIDADE, DO SEU VALOR CRITICO E
DOS INTERVALOS DE ESTABILIDADE PARA OS CRITERIOS DE HARRINGTON (F), GRAZIANI—
Brack (1), EGGLETON—KISELEVA (X) E AARSETH-MARDLING (Z) PARA O SISTEMA TRIPLO

HIPOTETICO coM f; = 0 E £y = 20000 ANoOs.

p b tr pe b tr O, tr
SPM
F 5799 5729 F. 5070 5070 o +0.144 +0.130
u 0.154 0154 p. 1323 1269 6, +0.884 +0.879
X 30.685 30.701 X. 9.157 9.323 o6x +2.351 +2.293
zZ 5799 5729 Z. 9.636 9.636 0, -0.398 -0.405
MDT
F 5799 5721 F. 5070 5070 & +0.144 +0.129
u 0.154 0158 pu. 1323 1267 6, +0.884 +0.875
X 30.685 30.773 X. 9.157 9.423 o6x +2.351 +2.266
z 5799 5721 Z. 9636 9715 6, -0.398 -0.411
MDT+EP
F 5799 5728 F. 5070 5070 & +0.144 +0.130
u 0154 0160 pu. 1323 1273 5, +0.884 +0.874
X 30685 30.771 X. 9.157 9.451 o6x +2.351 +2.256
Z 5799 5729 Z. 9.636 9.752 6, -0.398 -0.413

A Figura 5.13 mostra a evolucado temporal das excentricidades e dos
semieixos maiores para os trés cendrios considerados aolongo de 1 000 anos.
Como na configuragdo anterior, as perturbag¢des produzidas pela perda de
massa, especialmente quando ha efeito periastro, ocasionam aumentos
seculares dos elementos, sobretudo dos da Orbita interna e do semieixo

maior da externa. A evolugdo temporal das inclinacdes mostra-se na Fi-

gura 5.14.



182

5. ANALISE DA ESTABILIDADE EM SISTEMAS TRIPLOS COM MASSA VARIAVEL

0.6

04

02

08

€3

100
a;[UA]

0 20 4 60 80 100
a;[UA]

04

20

40

60

80

100
a;[UA]

0 02 04 06 08 1
a;[UA]

Figura 5.11: Mapas de estabilidade em fungéo da excentricidade e do semieixo
maior da érbita externa segundo os critérios de Harrington (6F), Graziani—Black
(ou) e Aarseth—-Mardling (6Z), e em fungéo das excentricidades das duas 6rbi-
tas segundo o critério de Eggleton—Kiseleva (6X) para o sistema binaria+planeta
hipotético. A linha branca descontinua marca a fronteira entre a regiao de esta-
bilidade e a de indizibilidade, enquanto as cores indicam o gradiente, de maneira
que nas regides onde a cor € uniforme a variagao do valor do intervalo de esta-
bilidade é mais lenta que em aquelas outras onde as cores variam rapidamente.
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Figura 5.12: Evolugdo temporal dos intervalos de estabilidade de cada critério
para o sistema bindria+planeta hipotético. A linha azul corresponde ao cenario
SPM, a verde ao de MDT e a vermelha ao de MDT+EP.

Esta configuracdo — 6rbita planetdria tipo P — serd analisada no capitulo
seguinte para o caso em que o planeta, na sua trajectéria no interior de uma

nuvem de pod, esta a ganhar massa.

3. [(Estrela+estrela)+estrela] — BU 1099 AB

O conjunto de sistemas triplos (hierarquizados) com 6rbitas visuais co-
nhecidas oferece uma ampla gama das combinagdes, quanto aos valores
dos seus elementos orbitais, em que estes sistemas se apresentam. Um
subconjunto notavel deste é o de aqueles sistemas com 6rbitas cuja esta-

bilidade ndo estd garantida. A este pertencem, entre outros, os sistemas
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(centro) e muatua (direita) para o sistema binaria+planeta hipotético. A linha azul
corresponde ao cenario SPM, a verde ao de MDT e a vermelha ao de MDT+EP.

Gliese 22, &£ Tau, A Tau, ADS 3358, VV Ori, HZ Her, Gliese 795, ADS 15971
e ADS 16138 (Orlov e Petrova 2000).

Recentemente, mais um sistema estelar foi acrescentado a esta lista, o
BU 1099 AB. Este é um sistema quadruplo de hierarquia 3, onde a bindria

mais aberta tem um periodo de 83.10 anos. A componente B, denominada
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BAG 10 Aa, é uma bindria espectroscépica (Bab,Bc), cuja primeira compo-
nente é, pela sua vez, uma subcomponente espectroscépica (Ba,Bb) com
um periodo curto de 4.24 dias (ver Fig. 5.15). Este é um sistema muito
interessante ja que a componente B resultou ser o primeiro caso conhecido

de uma bindria astrométrica speckle.

BU 1099 AB = WDS 00568+6022
BOIV
V=6.11-6.53
Bag 10 Aa
83.10 anos
0."245
B
A 4.849 anos
BOIV 0."0320
3.4 Mg
4.241146 dias Bc
0."00049 B8V
3.7 Mg
Ba Bb
BOIV A0V
34 Mg 29 Mg

Figura 5.15: Diagrama de hierarquias do sistema quédruplo BU 1099 AB.

Cole et al. (1992) calcularam uma 6rbita combinada speckle/ espectros-
cOpica para a componente astrométrica speckle. Eles tomaram P, T, e e
w da solugdo espectroscopica e determinaram os restantes elementos, a, i
e (), mediante uma procura discreta calculando erros residuais nas RMS

(valores médios quadraticos) para diferentes incrementos destes elementos
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orbitais. Uns poucos anos mais tarde este sistema foi resolvido mediante

interferometria speckle por Schoeller et al. (1998) e Balega et al. (2002).

Devido a que esta 6rbita combinada apresentava uma enorme dis-
crepancia com as observagdes, calculou-se uma nova 6rbita visual tendo
em conta os elementos espectroscopicos e as medidas speckle (Docobo e
Andrade 2006b). Isto foi possivel gragas a una nova metodologia recente-
mente apresentada com a que se podem obter todos os elementos orbitais,
massas e classes espectrais de um sistema triplo com uma subcompo-
nente espectroscopica (Docobo e Andrade 2006a)>. A nova Orbita visual
de BAG 10 Aa, para cujo cdlculo também se utilizou o método analitico de
Docobo (1985), mostra-se na Figura 5.16.

Tabela 5.5: ErLemEeNTOs oRrBITAIS DO SISTEMA BU 1099 AB E DA SUBCOMPONENTE
EsPECTROscOPIcA BAG 10 Aa.

ELEMENTOS ORBITAIS Bu 1099 AB BAG 10 Aa
Cole et al. (1992) Docobo e Andrade (2006a)

P (anos) 83.10+0.20 4.849+0.050
T 2035.41+0.09 2003.504+0.005
e 0.241+0.002 0.224+0.010
a(”) 0.245+0.002 0.0320=+0.0010
i(°) 54.9+1.1 47.6+3.0

w (°) 333.19+0.33 104.4+7.0
Q(°) 175.01+0.33 329.9+5.0

Os elementos orbitais desta nova orbita listam-se na Tabela 5.5, onde
se tem determinado que o valor do dangulo do nodo de BAG 10 Aa corres-

ponde ao nodo ascendente. As diferencas O-C mostram-se na Tabela 5.5,

ZNeste artigo estudam-se 61 sistemas triplos, cinco deles binarias eclipsantes tipo W
UMa com subcomponentes de baixa massa, e nove sistemas quadruplos, entre eles a
BU 1099 AB.
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Figura 5.16: Nova orbita visual da binaria BAG 10 Aa. A escala esta em segun-
dos de arco € a linha descontinua representa a linha dos nodos.

sendo 0 e p o angulo de posicdo e a distdncia angular, respectivamente, e
AO e Ap as suas correspondentes diferencas observacdo-célculo (O-C); N
é o nimero de noites de observagdo. A ultima medida foi realizada por
baixo do limite teérico de resolugdo de Rayleigh para um telescépio de
6.0 m (~ 07020), o qual explicaria o grande valor da diferenga O-C para o
angulo de posigdo AO.

Neste apartado analisaremos o sistema triplo formado pela compo-
nente A de BU 1099 e as componentes Bab e Bc que formam o par BAG 10 Aa.
Sabe-se que Bab ¢, pela sua vez, uma bindria, mas dado que a componente
Bc esta situada a uma distancia de Bab umas 65 vezes maior que a sepa-

ragdo entre as suas subcomponentes, Ba e Bb, suporemos que a 6rbita de
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Tabela 5.6: Mepipas E pIFERENGAS O-C PARA A NOvA OrBITA DA BAG 10 Aa.

Epoca 0(°) p(”) AO(°) Ap(”) N Observadores

1994.7180 162.5 0.0302 04 0.000 1
1994.7180 161.9 0.0302 -0.2  0.000 1
1994.7180 162.1 0.0296 0.0 -0.000 1
1994.7180 163.2 0.0291 11 -0.000 1 "
1998.7740  98.3 0.0200 -0.6 0.000 1 Balegaetal. (2002)
1998.7770  69.8 0.0160 -29.5 -0.003 1 7

Schoeller et al. (1998)

7

7

BAG 10 Aa nédo se vé perturbada pela duplicidade de Bab, de modo que se

pode considerar esta tiltima como um tnico corpo.

Determinaremos, nos trés cendrios possiveis (SPM, MDT e MDT+EP), a
evolucdo do intervalo de estabilidade dado por (5.5) correspondente a cada
critério. No cendrio de MDT suporemos que as trés componentes perdem
massa em fungdo do tempo a um ritmo de 1077 M, ano™'. A esta perda
de massa sobreporemos outra por efeito das aproximag¢des mutuas entre
as componentes (efeito periastro generalizado), quantificada mediante os
coeficientes que se listam na Tabela 5.7. A perda de massa global vird dada
pela lei generalizada (5.6).

Os valores dos parametros que caracterizam a estabilidade do sistema
segundo os critérios descritos em § 5.5 mostram-se na Tabela 5.8 para os
instantes inicial t; = 0 e final tf = 20000 anos em cada um dos cenérios

considerados.

Segundo os dois primeiros critérios de estabilidade aplicados: Harring-
ton e Graziani-Black, o sistema seria inicialmente estdvel para um cendrio
SPM; enquanto segundo os dois tltimos: Eggleton-Kiseleva e Aarseth-
-Mardling, ndo seria possivel dizer nada sobre a estabilidade. No cendrio

de MDT estes intervalos de estabilidade diminuem ligeiramente, mas as
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Tabela 5.7: VALORES HIPOTETICOS DOS PARAMETROS DE PERDA DE MASSA PARA CADA
COMPONENTE (i, j = A, Bab, Bc) po sistEma BU 1099 AB.

PRIMARIA SECUNDARIA TERCIARIA

n; 3 3 3
a; 1077 1077 1077
ﬁij 1077 1077 1077

conclusdes anteriores seguem a ver véalidas. Quando se introduz o efeito
periastro o sistema sofre uma notdvel perda de estabilidade e deixa de ser
estavel segundo o critério de Harrington. Segundo o de Graziani—Black
o sistema segue a ser estdvel, mas tdo proximo a regido de indizibilidade,
onde hipoteticamente o sistema deixaria de ser estavel (ver Fig. 5.17), que se
pode considerar que esta ndo estara garantida, conclusdo que é valida para
o resto de critérios. Assim, observa-se claramente que, em qualquer caso,

a perda de massa age como um mecanismo desestabilizador do sistema.

No detalhe do entorno do ponto que ocupa o sistema no mapa de estabi-
lidade correspondente ao critério de Harrington (ver Fig. 5.18) pode-se ob-
servar a proximidade ao limite de estabilidade. A distancia é tao reduzida
que qualquer perturbacdo sobre o sistema poderia ter como consequéncia
a eventual saida da regido de estabilidade do sistema. Na Figura 5.19
mostra-se a evolugdo temporal, durante um periodo de 1000 anos, dos

intervalos de estabilidade de cada critério.

Na Figura 5.20 representam-se as excentricidades e os semieixos mai-
ores em funcdo do tempo ao longo de 4000 anos para os trés cendrios
considerados. E notavel o efeito do mecanismo de Kozai sobre a excentri-
cidade, o qual era de esperar dada a elevada inclinacdo mutua das duas
Orbitas, i = 99°2. Os valores aproximados da méxima excentricidade e do

ciclo da sua variacdo periddica dados, respectivamente, por (5.1-5.2) sdo:
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Tabela 5.8: VALORES DOS PARAMETROS DE ESTABILIDADE, DO SEU VALOR CRITICO E
DOS INTERVALOS DE ESTABILIDADE PARA OS CRITERIOS DE HARRINGTON (F), GRAZIANI—
Brack (1), EGGLETON—KISELEVA (X) E AARSETH-MARDLING (Z) PARA O SISTEMA TRIPLO
BU 1099 ABcomt;=0E tp = 20000 aNos.

p 2 tr pe b tr O, tr
SPM

F 5803 5825 F. 5380 5380 o +0.079 +0.083

u 0563 0563 . 1436 1454 o, +0.608 +0.613

X 18261 18.296 X, 17.999 27510 o6x +0.015 -0.335

zZ 5803 5825 Z 11288 10.163 6, -0486 -0.427
MDT

F 5803 5749 F. 5380 5389 o +0.079 +0.067

u 0563 0592 . 1436 1401 o, +0.608 +0.578

X 18261 17914 X, 17.999 18.641 o6x +0.015 -0.039

z 5803 5749 Z, 11288 10525 &, -0486 -0.454

MDT+EP
F 5803 5301 F. 5380 5380 o +0.079 -0.016

U 0563 0592 pu. 1436 1.064 o6, +0.608 +0.444
X 18.261 16.089 X. 17.999 37.840 o6x +0.015 -0.575
V4 5803 5301 Z. 11.288 10.004 6, -0.486 -0.470

~ (0.978

elzméx

Px, ~ 5-10%anos

Este incremento ciclico da excentricidade age refor¢ando o efeito perias-

tro durante as fases de altissima excentricidade, o qual, pela sua vez, leva
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Figura 5.17: Mapas de estabilidade em fungéo da excentricidade e do semieixo
maior da érbita externa segundo os critérios de Harrington (6F), Graziani—Black
(ou) e Aarseth—Mardling (0Z), e em fun¢do das excentricidades das duas Orbitas
segundo o critério de Eggleton—Kiseleva (6X) para BU 1099 AB. A linha branca
descontinua marca a fronteira entre a regiao de estabilidade e a de indizibilidade,
enquanto as cores indicam o gradiente, de maneira que nas regiées onde a cor
€ uniforme a variagéo do valor do intervalo de estabilidade é mais lenta que em
aquelas outras onde as cores variam rapidamente.
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Figura 5.18: Detalhe do mapa de estabilidade para o critério de Harrington no
entorno do ponto que ocupa o sistema.

a um incremento da excentricidade e assim sucessivamente. Este efeito
de retroalimentacdo entre este dois fendmenos faz que a excentricidade
da orbita interna se torne a cada vez mais e mais excéntrica, tendendo
assimptoticamente a 1 e provocando, eventualmente, uma colisdo entre as

componentes da bindria interna.

Este reforco do efeito periastro provoca também importantes variagdes
nos semieixos maiores, sobretudo no da Orbita interna. Nesta observa-se
que as épocas de maxima excentricidade da 6rbita interna coincidem com
aumentos bruscos do semieixo maior. As varia¢des devidas ao mecanismo

de Kozai nas inclina¢des mostram-se na Figura 5.21.
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Figura 5.19: Evolugédo temporal dos intervalos de estabilidade de cada critério
para BU 1099 AB. A linha azul corresponde ao cenario SPM, a verde ao de MDT
e a vermelha ao de MDT+EP.
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Figura 5.20: Evolugdo temporal das excentricidades e semieixos maiores de
ambas orbitas para a BU 1099 AB. A linha azul corresponde ao cenario SPM, a
verde ao de MDT e a vermelha ao de MDT+EP.

Figura 5.21: Evolucdo temporal das inclinagdes interna (esquerda), externa
(centro) e muatua (direita) para BU 1099 AB. A linha azul corresponde ao cenario
SPM, a verde ao de MDT e a vermelha ao de MDT+EP.

5.7.2 Comentdarios

A vista dos exemplos analisados, hipoteticamente sujeitos ao fenémeno de
perda de massa com efeito periastro, é possivel tirar as seguintes conclusdes

sobre a sua estabilidade:
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1. Oaumento por efeito periastro da excentricidade e do semieixo maior
da 6rbita interna é maior na 6rbita tipo P que na S. De facto, pratica-
mente ndo hé variacdo da excentricidade na 6rbita tipo S em relagao

ao cenario SPM.

2. Asavessas, a influéncia do efeito periastro na excentricidade e semi-
eixo maior da Orbita externa é maior na 6rbita tipo S que na P. Assim,
praticamente ndo ha variacdo da excentricidade na 6rbita tipo P em

relacdo ao cenério SPM.

3. Em geral, os intervalos de estabilidade diminuem em cendrios de
MDT e MDT+EP. Na 6rbita tipo S isto pode levar a redugéo global da
estabilidade, enquanto na érbita tipo I ha uma tendéncia ao aumento
dos intervalos de estabilidade que contra-arresta este efeito. Isto é,
para o mesmo conjunto de massas e elementos orbitais a 6rbita tipo

P é mais estdvel que a tipo S.

4. O sistema estelar triplo BU 1099 AB apresenta um reforco do efeito
periastro generalizado provocado pelo mecanismo de Kozai. Isto
produz incrementos nos semieixos maiores, sendo os mais notaveis
os que se produzem no semieixo maior da drbita interna durante as

maiores aproximagdes mutuas nas fases de altissima excentricidade.

As conclusdes anteriores sobre a variacdo dos elementos orbitais e a
evolugdo da estabilidade referidas a sistemas planetarios com 6rbitas tipo
P e S supdem-se aplicdveis ao resto de sistemas planetarios conhecidos

com caracteristicas similares a y Cephei.

Quanto ao comportamento dos critérios de estabilidade em fungdo
do cendrio em que evolui o sistema, dirigindo a atencdo para o sistema

BU 1099 AB, observa-se o seguinte:

1. Critério de Harrington: o parametro de estabilidade F diminui o
seu valor quando existe perda de massa, atingindo o valor mais

baixo no cendrio de MDT+EP. Enquanto isso, o parametro critico
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F. permanece aproximadamente constante independentemente do
cendrio. O intervalo de estabilidade 6r diminui equivalentemente

em fungao de F.

2. Critério de Graziani-Black: o parametro de estabilidade u perma-
nece aproximadamente constante nos diferentes cenarios, enquanto
o parametro critico y, diminui a medida que a perda de massa au-

menta. Isto traduz-se na redugédo do intervalo de estabilidade 6,.

3. Critério de Eggleton—Kiseleva: o parametro de estabilidade X di-
minui a medida que se consideram sucessivamente os cendrios de
MDT e MDT+EP. Por outra parte, o parametro critico X, sofre fortes

oscilagcdes. Como resultado, o intervalo de estabilidade 6x reduz-se.

4. Critério de Aarseth-Mardling: O parametro de estabilidade Z dimi-
nui ligeiramente, enquanto o parametro critico Z. permanece apro-
ximadamente igual. O correspondente intervalo de estabilidade 6,

aumenta ligeiramente.

O que parece claro é que a perda de massa, especialmente a produzida
nas proximidades do periastro, leva associada uma clara tendéncia para
a instabilidade, de modo que sistemas em principio estaveis poderiam
acabar sendo dinamicamente instdveis devido a que esta diminuigdo da
sua massa produz variagdes seculares em alguns elementos orbitais, no-
meadamente nos semieixos maiores e na excentricidade da 6rbita interna,
que podem acabar na violagdo da hierarquia ou, inclusive, numa colisdo

das componentes.

Para quantificarmos esta tendéncia assumiremos o seguinte critério:
consideraremos que a tendéncia é para a estabilidade/instabilidade se a di-
ferenga entre o valor do intervalo de estabilidade inicial 5,"“* e o final 6/
(20000 anos depois) em relacdo ao inicial é menor/maior do 5%; em qual-
quer outro caso, consideraremos que nao existe nenhuma tendéncia clara
e que, portanto, o sistema permanece na situagdo inicial de estabilidade

ou instabilidade. Os resultados resumem-se na Tabela 5.9, onde o simbolo
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‘+’ representa a tendéncia para a estabilidade, o ‘~’ para a instabilidade e

0 ‘=’ para a permanéncia no estado inicial.

Tabela 5.9: TENDENCIA DA ESTABILIDADE PARA AS TRES CONFIGURACOES CONSIDERA-
DAS.

CONFIGURACOES SPM MDT MDT+EP

E de notar que este mecanismo, o efeito periastro, poderia explicar
a desintegracdo sucessiva de sistemas de n—corpos a sistemas de (n-1)-
-corpos observado em algumas associa¢des estelares —ou, de qualquer

modo, contribuir a acelerar este processo.
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Capitulo 6

Modeliza¢ao de ventos estelares
em sistemas multiplos com massa

variavel

“Ubi materia, ibi geometria.” *

JouannEes KepLER (1571-1630)

6.1 Introducao

Como se viuno Capitulo 1, existe uma extensa tipologia de sistemas estela-
res binadrios em que a perda de massa desempenha um papel fundamental,
tanto na evolugdo fisica das estrelas quanto na evolugdo orbital, sendo o

principal mecanismo de produgédo desta os ventos estelares.

O problema da interac¢do de dois ventos estelares supersénicos (a velo-

cidade constante) e isotrépicos é um assunto de grande interesse astrofisico

* “Onde ha matéria ha geometria.” De fundamentis astrologiae certioribus, 1601.
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que ja foi tratado no passado. Stevens, Blondin e Pollock (1992) levaram
a cabo simula¢des numéricas do problema de dois ventos utilizando as
equagdes completas da dindmica de gases. Também Dyson, Hartquist e
Biro (1993) obtiveram numericamente a superficie de equilibrio entre os
dois ventos, e pouco depois, Wilkin (1996) e Cantd, Raga e Wilkin (1996)
definiram um formalismo com o qual se obtém solugdes analiticas a partir
de um sistema de quatro equagdes algébricas. Como se viu em § 1.3.1,
mais recentemente tém sido obtidas solu¢des analiticas e numéricas para

ventos em colisdo em sistemas simbidticos.

Estas interac¢Oes entre ventos estelares, especialmente importantes em
sistemas bindrios tipo WR+OB (sistema bindrio formado por uma estrela
Wolf-Rayet e outra tipo O ou B), alcangam os seus maximos de intensidade
nas passagens pelo periastro, como no caso notdvel da WR 140 visto em

§ 1.3.2 e ao que neste capitulo também se fara referéncia.

6.2 Cenariosreais com estruturas vento—vento no-
taveis

Nos ultimos anos tém sido observados sistemas bindrios, nomeadamente
WR+OB, em que se produz um notavel aumento da interacgdo entre os
respectivos ventos estelares durante a passagem pelo periastro. Do seu
estudo conclui-se que o incremento da actividade na regido de colisdo
entre ventos no entorno do periastro é maior para bindrias com 6rbitas

muito excéntricas.

6.21 WR 104 e WR 98a

Estes dois sistemas (ver Fig. 6.1) pertencem ao denominado Ctimulo Quin-
tuplo. Provavelmente as cinco estrelas vermelhas que se observam na

imagem (obtida no infravermelho préximo) sejam também ‘remoinhos de
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po” atrds dos quais se encontrariam duas estrelas em 6rbita uma em redor

da outra expelindo p6 ao exterior.

Para o observador

Eixo de rotacao
Espiral de p6 quente
- P poq
-
- Estrela OB X

-

! Frente de choque
0=
i

Estrela WR

.

~
~a

Escape principalmente
no plano orbital

Figura 6.1: Esquerda: Sobreposi¢ao de imagens de alta resolu¢céo de WR 104
(em baixo) e WR 98 (acima) sobre outra imagem do Cumulo Quintuplo (Tuthill et
al. 2006). Direita: Modelo de ventos em interaccdo com fluxo saliente em espiral
para a WR 104.

Estas estrelas massivas (entre 10 M, e 20 M) sdo sistemas Wolf-Rayet
cujos ventos em colisdo geram estruturas de pé que, em geral, supdem

uma frac¢do pequena da perda de massa total.

A primeira destas nebulosas espirais dada a conhecer, e considerada
hoje como protétipo deste classe de objectos, foi WR 104 (Tuthill, Monnier e
Danchi 1999). Para ela se propus o modelo que se representa na Figura 6.1,
isto é, o de um sistema bindrio WR+OB circular no qual o fluxo de p6,
resultado da interac¢do entre os ventos estelares, e o préprio movimento
do sistema geram uma enorme cauda de p6 (ver Fig. 6.2 a esquerda). Deste
modelo deriva-se um periodo de rota¢do da cauda de p6 de 220+30 dias e
uma velocidade de saida, no plano orbital, de 111+17 mas ano™'. Supondo
que este é também o periodo do sistema bindrio resulta, para uma massa
entre 20 Mg, e 50 My, uma separacdo de 1.9-2.6 UA.

Um sistema similar ao anterior é WR 98a (Monnier, Tuthill e Danchi
1999), outra bindria WR+OB com um periodo de 565+50 dias e rodeada de
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Figura 6.2: Esquerda: imagem de WR 104 em Julho de 1999. Direita: imagem
de WR 98 em Agosto de 1998 (acima) e em Julho de 1999 (em baixo). A linha
descontinua representa um modelo espiral de rotagédo (Tuthill et al. 2006).

uma cauda de p6 (ver Fig. 6.2 a direita). A maior diferenca com WR 104 é
certa variabilidade na produgao de p6, que talvez poderia ser explicada se

WR 98a nao fosse totalmente circular.

6.2.2 WR 140

Este objecto é um protétipo de sistema com fortes ventos em colisdo for-
mado por uma Wolf-Rayet WC7 e uma estrela O4-5 (Setia Gunawan et al.
2001; Monnier, Tuthill e Danchi 2002; Pollock et al. 2005). A sua caracteris-

tica mais notdvel é que apresenta formagdo de p6 (ver Fig. 6.3) durante um



6.2. CENARIOS REAIS COM ESTRUTURAS VENTO—VENTO NOTAVEIS 203

periodo de alguns meses nas proximidades do periastro a cada 7.94 anos,
quando as estrelas estdo afastadas apenas algumas unidades astronémicas.
Esta producdo descontinua de po6 estaria ligada a alta excentricidade do
sistema (e = 0.88), caracteristica que supde a maior diferenga com respeito
a classe de sistemas Wolf-Rayet produtores de p6 permanente (como, por
exemplo, WR 104).

Wolf-Rayet 140
Ventos em colisdo (Janeiro 2002)

Figura 6.3: Geometria observada do sistema WR 140. A ¢rbita esta aumentada
num factor 3 relativamente ao casulo de pé. O observador localiza-se em direc-
cao a parte baixa da imagem com uma inclinagcado mal determinada (Monnier,
Tuthill e Danchi 2002).

6.2.3 1 Carinae

Um dos modelos mais plausiveis quanto a natureza deste objecto, dos mais
massivos e luminosos da galaxia, supde que 1 Carinae é uma bindria (So-
ker 2001) altamente excéntrica e ultra-massiva que apresenta uma intensa
interaccdo vento-vento com uma elevada perda de massa (Corcoran et al.
2001).
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Figura 6.4: Imagem do sistema ultra-massivo n Carinae (Smith e Morse 2004).

De facto, o objecto central é uma LBV, isto é, uma hipergigante variavel
azul com umas 120 M;, (a secunddria tem umas 30 M) e uma perda de

massa de 1073 M, ano™!.

Provavelmente esta intensa perda de massa é
induzida por efeitos de maré sobre as camadas externas, apresentando
certa variabilidade devida a excentricidade orbital. Na grande erupcao
acontecida no periodo 1837-1858 chegou a ejectar entre 3 e 15 M, (aproxi-
madamente, 0.1-0.5 M, ano™!) dando lugar a uma formagéo bipolar carac-
teristica chamada ‘Homtinculo’ (ver Fig. 6.4) que apresenta velocidades de

expansdo de 400-600 km s

Este sistema tem sido amplamente estudado nos tltimos anos. Re-
centemente, no contexto do problema de massa varidvel que aqui se trata,
Soker (2003) sugeriu que nao s6 existe perda de massa no periastro, sendo
que quando a primdria se encontra no apoastro poderia acretar aproxima-
damente um 5% da massa ejectada durante o periodo orbital anterior e que
ainda permanece ligada ao sistema. Quanto as passagens pelo periastro,
sugere que, além da perda de massa, também podem acontecer episdédios
de acrecdo que levariam a ejeccdo de dois jactos de matéria na secundaria
(Soker 2005a,b).
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6.3 Formulacao do problema

6.3.1 Descricao do sistema

No contexto dos cendrios expostos na sec¢do anterior, isto é, sistemas biné-
rios tipo Wolf-Rayet com fortes ventos estelares em interacgao — eventual-
mente s6 nas proximidades do periastro — consideraremos a existéncia de
uma estrela de baixa massa, uma ana castanha, ou de um planeta gigante
situado a uma distancia o suficientemente grande como para garantir a

estabilidade do sistema global (ver capitulo anterior).

A aproximacdo entre os primdrios da bindria activa do tipo WR+OB
leva associada uma maior actividade nos seus ventos estelares e, portanto,
um incremento da perda massa. Supomos que parte desta massa abandona
o sistema e que o corpo distante, ao se deslocar através da nuvem de p6
ejectada pelo sistema bindrio, captura certa fraccdo desta (ver Fig. 6.5).
Estudaremos a evolucdo deste sistema triplo hierarquizado em que con-
sideramos que a massa do tercidrio é relativamente pequena, embora nado

desprezivel, comparada com a dos primaérios.

E necessério dizer que este fenémeno de perda—ganho de massa nédo é
propriamente um processo de transferéncia de massa, ja que se supde que
amassa que captura o tercidrio estd a escapar do sistema. Em analogia com

o fenémeno descrito em § 2.3, denomind-lo-emos ‘efeito periastro inverso’.

Para a anélise orbital do sistema faremos uso da formulagio de Jacobi

descrita em § 5.4. As equagdes do movimento vém dadas por:

5y r 3 T3
r = —G(m1+m2)—3+Gm3 (T—T),
r " T3
. =2 =2
ﬁ = -G (1’111 + my + m3) ( i % m %) ,
my + my s my + mip 5
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Figura 6.5: Representagéo do sistema formado por uma ana castanha (AC)
ou um planeta (P) em érbita em redor de uma binaria WR+OB com ventos em
interaccao.

onde 7' é o vector de posigdo de secundaria (com massa m,) relativa-
mente a primadria (1), no sistema bindrio, e R ¢ o vector de posicdo do
terceiro corpo (mj3) relativamente ao centro de massas do sistema bindrio.
7j, com i,j = 1,2,3, sdo os vectores de posicdo relativos entre as trés

componentes e G é a constante de gravitagao.

6.3.2 Massa variavel

O movimento dos primdrios constitui um problema de Gyldén—-Mescerskij
perturbado por efeito periastro em que, independentemente da posterior
distribuicdo da massa portada pelo vento, suporemos que a perda de
massa do sistema é isotrépica. De facto, consideraremos que a massa

dos primadrios varia segundo uma lei do tipo visto em § 2.3.2:
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f112 = —aq P (8) — aa () — B 7:—29

Por outro lado, a perturbagdo que sofre o tercidrio dependera da sua
posicdo com respeito a estrutura de ventos criada pelos primarios. Assim,

consideraremos uma lei de variacdo de massa do tipo:

[J3 =40 ((P/ R/ 7’) Uz, (61)

onde o parametro varidvel 6(¢, R, r) quantifica o ganho de massa em

.~ . A =3
toda a regido do movimento, sendo ¢ o angulo entre 7'e R.

6.4 Modelizacdao da distribuicao de massa na re-

gido activa

O modelo para a distribui¢do de massa resultante dos ventos em colisdo
que se vai definir aqui serd aplicdvel, ndo s6 ao problema de massa variavel,
sendo a qualquer problema em que se precise uma expressao analitica. O
objectivo é obter uma func¢do que descreva, com a melhor aproximagao
possivel, a distribui¢do de massa resultado da interac¢do entre ventos num

sistema bindrio, espacial e temporalmente.

Em geral, definiremos a funcdo de distribui¢do de massa I' como o

produto

[1]

I'(p, R, 1) = D(p) - E(R) - O(), (6.2)

ou, equivalentemente,

I'(¢. R, f) = () - E(R) - ©(f),
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onde as fungdes P(¢p), E(R), O(r) e O(f) sdo os factores de forma da
distribuicdo de massa e f é a anomalia verdadeira do sistema binério que

desempenha o papel de varidvel temporal.

6.4.1 Definicao e caracterizacao dos factores de forma

Supomos que a distribui¢do de massa que os ventos estelares geram tem
uma estrutura tridimensional que evolui no tempo. Esta estrutura, que
é enormemente complexa, dependera tanto da geometria da 6rbita do
sistema como de parametros estelares tais como o ritmo de perda de massa,
a velocidade do vento, etc. O que visamos é construir um modelo que
permita realizar uma aproximagdo geométrica a distribuicdo de massa

mediante um esquema matematico relativamente simples.

Cada um dos factores de forma do vento quantifica a distribuicdo de
massa em func¢do da coordenada da que este depende, de modo que o
produto de todos eles fornece a tal distribui¢do em cada ponto do espago

para um instante determinado.

A defini¢do da sua dependéncia funcional fazé-la-emos tendo em mente
0s cendrios reais vistos em § 6.2 onde, em geral, existe um sistema bindrio
relativamente fechado, altamente excéntrico (caso da WR 140) ou circular
(caso da WR 104), com uma alta perda de massa (uma frac¢do desta em
forma de po6). Estes factores de forma, implicitamente definidos segundo
(6.2) em funcgdo das coordenadas de posicdo, também dependerdo, como
veremos, de alguns pardmetros cujos valores deverdo ser estabelecidos em
fungdo da prépria natureza dos ventos estelares em colisdo —velocidades,

ritmos de perda de massa, etc.

Na procura de fun¢gdes matemadticas deste tipo, susceptiveis de serem
utilizadas como factores de forma para uma regido de ventos em colisdo
prototipo, temos encontrado um conjunto relativamente simples que for-
nece uma representagdo adequada da distribui¢cdo de massa. Com certeza,

a utiliza¢do de fun¢des mais complicadas e com um maior ntimero de pa-
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rametros fornecerd representagdes mais detalhadas a custa de uma maior

complexidade.

Assim, definimos os factores de forma do vento resultante como:

X1+ cos?2 (%)

D(p) = T arl

1
E(R) = T2 R + e 1Rl sen?(&, R),

o) = )

onde yx;, & e 0; (com i = 1,2) sdo seis parametros aos quais fazia-
mos referéncia anteriormente e que, de seguido, se descrevem brevemente

indicando os intervalos de variabilidade admissiveis:
e Minimo na transversal (x1): mede o minimo na direc¢do perpendi-
cular a linha de unido dos primadrios (x; > 0).

e Largura do maximo longitudinal (x,): mede a largura do méximo na

direccdo perpendicular a linha de unido dos primdrios (x, € Z").

e Intensidade da camada (&;): mede aintensidade relativa das camadas

ejectadas com respeito a mais recente (&; > 0).

e Numero de camadas ejectadas (&,): quantifica o nimero de camadas

ejectadas considerando episédios prévios (&, > 0).

e Minimo no apoastro (0;): mede o minimo nas proximidades do apo-
astro (0, > 1).

e Desfasagem do periastro (6,): mede o maximo com respeito ao

periastro (0, > 0).
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Portanto, o factor de forma transversal @ representa, fisicamente, a
variacdo na distribui¢do de massa na direc¢do perpendicular a linha de
unido dos primadrios. Esta toma o seu valor maximo para ¢ = 0 e o minimo
para ¢ = £m. Se x; é diferente de zero significa que, inclusive na direcgdo
perpendicular a linha de unido dos primadrios, existe certa distribui¢do ndo

nula de massa.

O segundo factor de forma, o factor de forma radial =, depende da dis-
tancia radial em relacdo ao centro de massas do sistema binario formado
pelos primdrios. Suporemos que em sucessivas ejec¢des se terdo ido for-
mando camadas situadas a distancias cada vez maiores do sistema bindrio
e menos carregadas de massa. O seu ntiimero quantifica-se mediante o
parametro )x,, enquanto a caracterizagdo das densidades relativamente a

mais recente vird dada pelo pardmetro x;.

O dltimo factor, o factor de forma pericéntrico ©, quantifica a distri-
buicdo de massa resultante da interacgdo entre os primdrios em funcéo
da sua distancia, isto é, é o termo responsavel do efeito periastro. Assim,
oscila entre um valor minimo nas proximidades do apoastro, caracterizado
pelo parametro 6;, e um maximo situado com certo atraso com respeito
ao periastro, caracterizado por 0,. Este é o tinico factor que depende
exclusivamente da posicdo relativa dos primdrios, dai a necessidade de,
quando se estudarem casos reais, introduzir certo atraso para ter em conta

a velocidade finita a que se propaga a interacgdo.

) %,=01

Figura 6.6: Factores de forma ®(¢), E(R) e ©O(f) para certos valores concretos
dos parametros do vento (indicados na figura).
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Na Figura 6.6 pode-se ver a aparéncia que apresentam estes factores
de forma da distribuigdo de massa na regido de ventos em colisdo para
certos valores dos parametros que os caracterizam. Durante todo o tempo
a maior densidade de massa concentra-se principalmente numa direcgdo

ligeiramente atrasada com respeito a linha de unido dos primarios.

A fim de ter uma imagem mais clara da distribuicdo de massa que se
acaba de definir, na Figura 6.7 mostram-se as representacdes tridimensi-
onais, junto com os mapas de densidade correspondentes, que se obtém
ao considerar o produto, dois a dois, destes factores de forma. Assim, o
produto @ - © apresenta um méaximo que corresponde a um ponto situado
sobre a linha de unido dos primdrios pouco depois da sua passagem pelo
periastro; ® - E d4 a varia¢do da distribui¢do na direc¢do da linha de unido
dos primdrios em func¢do da distancia ao seu centro de massas; por tltimo,
E - © tem méaximos para certos valores da distancia ao centro de massas

dos primadrios nas proximidades do seu periastro.

Serd precisamente mediante esta fun¢do de distribuicdo de massa que
quantificaremos o ganho de massa que sofre o terceiro corpo no problema
formulado em § 6.3. Deste modo, definiremos o parametro 6 de (6.1) como

o produto

6:50'r((P1RIf)/ (6-3)

onde §) é um ntmero real positivo que quantifica a intensidade do

ganho de massa.
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" w(e) O(h)

O(9) E(R)

ER) O(f)

Figura 6.7: Representagdes tridimensionais e mapas de densidade dos factores
de forma da regido activa.
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6.5 Aplicacao

6.5.1 Caracteriza¢do do sistema

Aplicaremos o modelo descrito ao sistema bindrio WR 140 supondo a
existéncia de uma estrela de baixa massa (0.08 M), uma ana castanha, em
Orbita tipo P em redor dos primérios. Obteremos a evolu¢do do sistema

para os trés casos seguintes:

e SPM: Nao hé perda de massa.

e CPM: Existe perda de massa dos primdrios em func¢do do tempo e

por efeito periastro.

e CPM+GM: Além da perda de massa dos primdrios, o terceiro corpo

captura certa fraccdo da massa que escapa do sistema.

Figura 6.8: Binéria externa (esquerda) e detalhe da interna (direita).

Tomaremos os valores iniciais e pardmetros que se amostram na Ta-
bela 6.1. Como se pode observar, a bindria interna apresenta uma elevada
excentricidade, a qual leva associado um incremento da perda de massa
nas proximidades do periastro. A and castanha move-se numa 6rbita apro-

ximadamente co-planar sendo a sua distancia pericéntrica 6.13 vezes maior
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Tabela 6.1: DADOS DAS ORBITAS, DOS PARAMETROS DE PERDA DE MASSA E DOS PARA-
METROS DE ESTRUTURA DO VENTO ESTELAR.

ELEMENTOS  Interna Externa PARAMETROS DE | PARAMETROS
ORBITAIS (WR 140) (Ana castanha) | PERDA DE MASSA | DO VENTO
P [anos] 7.937 459.26 o 21-107 | xq 0.01
T 2001.0962 1988.6606 @  20-107% | x2 0.1

e 0.881 0.6 n 1.4 &1 0.1

a [UA] 16.3 250 q 1.5 & 0.8
i[°] 60 50 p1 1077 01 1.1

w [°] 46.7 50 B2 1078 0, 0.2618
Q[°] 10 20 o) 1077

que o semieixo da bindria interna. O valor do periodo da 6rbita externa
tem sido calculado a partir do seu semieixo maior e da massa do sistema,
dai que se expresse com alguns algarismos decimais. Quanto a época de
passagem pelo periastro, é a que corresponde a uma anomalia verdadeira
inicial de 45° estando a bindria interna no seu periastro. As 6rbitas cor-
respondentes a ambos os conjuntos de elementos orbitais amostram-se na

Figura 6.8.

6.5.2 Evolucdo dos elementos orbitais

A Figura 6.9 mostra a evolugdo temporal das excentricidades e dos semi-
eixos maiores para os trés cendrios considerados ao longo de 5000 anos.
Ao cabo desse tempo a bindria interna perdeu 0.2941 M,,, enquanto a estrela
distante ganhou 0.0069 M.
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Figura 6.9: Evolugéo temporal das excentricidades e semieixos maiores de am-
bas orbitas. A linha azul corresponde ao cenario SPM, a verde CPM e a vermelha
CPM+GM.

Observa-se que as perturbacdes produzidas pela perda de massa ocasi-
onam aumentos seculares dos elementos, sobretudo dos da 6rbita interna
e do semieixo maior da externa. A evolugdo temporal das inclinagdes

mostra-se na Figura 6.10.

000 0 W0 0 0

Figura 6.10: Evolugao temporal das inclinagbes: interna (esquerda), externa
(centro) e muatua (direita). A linha azul corresponde ao cenario SPM, a verde
CPM e a vermelha CPM+GM.
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6.5.3 Analise da estabilidade

Para a andlise orbital deste sistema utilizaremos os métodos descritos no
Capitulo 5. Assim, tal e como se deduz da Figura 6.11, apesar das altas ex-
centricidade de ambas as drbitas o sistema pode considerar-se inicialmente

estavel.

Os valores dos parametros que caracterizam a estabilidade do sistema
segundo os critérios descritos em § 5.5 listam-se na Tabela 6.2 para os
instantes inicial t; = 0 e final tf = 20000 anos em cada um dos cenérios

considerados.

Aplicando o critério descrito em § 5.7.2 para determinar a tendéncia
da estabilidade verifica-se que, apesar da esperada reducéo dos intervalos
devida a variagdo da massa do sistema, a estabilidade global do sistema
tende a manter-se (ver Tab. 6.3). Este efeito pode compreender-se melhor
observando a Figura 6.12, onde se representa a evolu¢do do mapa de
estabilidade segundo o critério de Harrington para dois instantes de tempo
separados 20 000 anos no cendrio CPM+GM. Observa-se que, embora haja
um reducdo da regido de estabilidade, o sistema desloca-se sobre o mapa

aumentando o seu parametro de estabilidade.

6.5.4 Evolucao dos factores de forma e da funcao I

Na parte superior da Figura 6.13 mostra-se a evolugdo dos factores de
forma definidos em § 6.4.1, enquanto o seu produto, denominado funcdo

de distribuicdo de massa I' se representa na parte inferior.

O ganho de massa da and castanha estd directamente ligado com T’
mediante as relagdes (6.1) e (6.3), de modo que esta tltima grafica repre-
senta 0 ganho de massa da ana castanha ao longo de aproximadamente
um periodo da sua 6rbita. E precisamente na coincidéncia entre a sua

passagem pelo periastro e as passagens pelo periastro da bindria interna
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Figura 6.11: Mapas de estabilidade em fungao da excentricidade e do semieixo
maior da érbita externa segundo os critérios de Harrington (6F), Graziani—Black
(ou) e Aarseth—Mardling (6Z), e em fungéo das excentricidades das duas oOrbitas
segundo o critério de Eggleton—Kiseleva (0X) para o sistema protétipo. A linha
branca descontinua marca a fronteira entre a regiao de estabilidade e a de indi-
zibilidade, enquanto as cores indicam o gradiente, de maneira que nas regides
onde a cor é uniforme a variacao do valor do intervalo de estabilidade é mais
lenta que em aquelas outras onde as cores variam rapidamente.
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Tabela 6.2: VALORES DOS PARAMETROS DE ESTABILIDADE, DO SEU VALOR CRITICO E
DOS INTERVALOS DE ESTABILIDADE PARA OS CRITERIOS DE HARRINGTON (F), GRAZIANI—
Brack (1), EGGLETON—KISELEVA (X) E AARSETH-MARDLING (Z) PARA O SISTEMA COM
t;i=0x tr = 20000 aNos.

p t; tr Pe t; tr 0y t; tr
SPM
F 6.135 6.231 F. 5.070 5.070 6 +0.210 +0.229
u 0.186 0186 pu. 1.638 1.727 6, +0.887 +0.892
X 60.066 60.055 X, 37960 37.094 6x +0.582 +0.619
Z 6.135 6231 Z. 25.158 24809 o, -0.756 -0.749
CPM
F 6.135 6.208 F. 5.070 5.070 o6 +0.210 +0.224
U 0186 0190 pu. 1.638 1.709 6, +0.887 +0.889
X 60.034 59.692 X. 37.960 37.250 6x +0.582 +0.602
Z 6.135 6.208 Z. 25.158 24958 o6, -0.756 -0.751
CPM+GM
F 6.135 6.216 F. 5.070 5.070 6 +0.210 +0.226
u 0186 0190 pu. 1.638 1.717 5, +0.887 +0.889
X 60.034 59.720 X. 37960 38.257 o0x +0.582 +0.561
Z 6.135 6.216 Z. 25.158 24961 o, -0.756 -0.751

que a fungdo I' toma os seus valores méximos, tal e como se destaca na
Figura 6.13.
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Tabela 6.3: TENDENCIA DA ESTABILIDADE PARA OS TRES SISTEMAS CONSIDERADOS.

Estabilidade SPM CPM CPM+GM
F u X Z|F u X Z|F u X Z

S5
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160 180 200 220 240 260 280 300
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Figura 6.12: Detalhe da evolugdo do mapa de estabilidade para o critério de
Harrington no entorno do ponto que ocupa o sistema no cenario de CPM+GM
em dois instantes de tempo separados 20000 anos. A linha descontinua e o
ponto brancos representam o valor critico que define a regiao de estabilidade
e a posicao do sistema no instante inicial, respectivamente, enquanto os pretos
correspondem ao instante final.
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Figura 6.13: Evolugédo dos factores de forma, ® (azul), E (verde claro), © (ver-
melho) e do seu produto I' (verde intenso), na parte superior. Na parte infe-

rior representa-se exclusivamente a fungéo I'. O periodo de integracao é de
500 anos.



Capitulo 7

Sumario, conclusoes e linhas de

continuacao

“Now, my suspicion is that the
universe is not only queerer than we
suppose, but queerer than we can

suppose.” *

Joun Havrpane (1892-1964)

Este capitulo recolhe os principais resultados obtidos nas investiga-
¢Oes desenvolvidas nesta tese, dedicada fundamentalmente ao problema
mecanico—celeste de massa varidvel —ou, equivalentemente, parametro
gravitacional varidvel— e as suas repercussdes em sistemas astrofisicos.

Estes podem-se resumir em:

¢ Novos contributos em aspectos conceptuais e metodolégicos.

¢ Desenvolvimento de um método canénico de perturbacoes.

* “Agora, a minha suspeita é que o Universo ndo é apenas mais estranho do que
supomos; ele é mais estranho do que somos capazes de supor.” Possible Worlds, 1928.
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¢ Aplicacdo da teoria a sistema estelares e planetarios reais sujeitos a

diversas perturbacoes.

Alids, na ultima secgdo sugerem-se ulteriores andlises continuando

algumas das linhas estudadas e apontando outras novas.

7.1 Sumario

7.1.1 Sintese

Duas faces de um mesmo fenémeno

P2

O parametro fundamental que caracteriza uma estrela é a sua massa.
Conhecendo-a com a suficiente precisdo é possivel determinar qual serd
a sua evolugdo e obter os valores de algumas das suas propriedades as-
trofisicas. Por outro lado, se a estrela estd associada gravitacionalmente a
outros corpos celestes, também a massa desempenha um papel decisivo

na evoluc¢do dindmica do sistema’.

Quando se considera a sua variagdo em sistemas estelares bindrios
ou multiplos —nhomeadamente a sua perda por escape fora do sistema—
aparecem certas interacgdes entre as propriedades astrofisicas das com-
ponentes do sistema e a evolugdo dos elementos orbitais que conduzem
a configuragdes finais muito diferentes as que se alcangariam no caso de
massas estaciondrias. Portanto, resultard essencial conhecer os detalhes
deste fenémeno a fim de poder realizar predigdes precisas sobre a evolugdo

estelar e orbital destes sistemas.

Desde os trabalhos pioneiros de Gyldén e MeScerskij na resolucdo das
equagdes do movimento do problema de dois corpos de massa varidvel

dependente do tempo e dos de Eddington e Jeans sobre os processos fisicos

!De facto, os sistemas bindrios sdo a principal ferramenta para o célculo de massas
estelares.
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que acontecem nos interiores estelares e a sua relagdo com a perda de
massa, a incomunicagdo entre estas duas vias de investigacdo tem sido
notdvel. Embora sendo o alvo principal desta tese a resolucdo analitica —
ou numérica, quando isto ndo for possivel— do problema matematico de
massa varidvel (problema de Gyldén-MesScerskij) em cendrios em que se
tém acrescentado certas perturbagdes —efeito periastro, achatamento polar
de alguma das componentes e efeitos relativistas—, o fio condutor através
dos diferentes capitulos tem sido a aplicagdo da teoria considerando as
propriedades astrofisicas, tais como os ritmos de perda de massa, o mais

aproximadas a realidade possivel.

Neste contexto uma das contribuicoes feitas nesta tese (ver § 1.5.1) em
que ambas as abordagens se unificam é, a vista de resultados recentes sobre

a evolugdo estelar e a perda de massa, a da reinterpretacdo da lei de Jeans

m=—-am,

onde m é a massa da estrela, « um pequeno parametro positivo e
1.4 < n < 4.4 (segundo Jeans).

Assim, tendo em conta a relagdo de massa—luminosidade, fornece-
ram-se valores do exponente n adequados a diferentes tipos de estrelas e
diferentes aos dados por Jeans, sobretudo para estrelas com baixa massa.
Alias, obteve-se uma nova relagdo entre o ritmo de perda de massa y, em

unidades de M, por ano, e o parametro a da lei de Jeans (ver Fig. 7.1) dada

por:

loga =a+blogy +clog’y +dlog’y,
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Figura 7.1: Relagéo entre y e a.

sendo

a=9.86,
b=4.09,

c =0.247,

d = 0.005609.

Principais perturbac¢des consideradas

Tomando como ponto de partida o problema de Gyldén-Mescerskij con-
siderou-se a sua integracdo quando submetido a diferentes perturbacges.
Os cendrios perturbados resultantes foram abordados utilizando a formu-
lagdo hamiltoniana a fim de, posteriormente, aplicar um método canénico
de perturbagdes.

Em primeiro lugar analisou-se de modo completo o denominado efeito

periastro, um fendmeno que, embora sugerido como explicagdo aos au-
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mentos da excentricidade observados em sistemas binarios (Martin 1964;
Edwards e Pringle 1987; Valls-Gabaud 1988; Soker 2000), nunca antes ti-
nha sido formalizado matematicamente. Basicamente, consiste num au-
mento da perda de massa por interaccdo gravitacional nas proximidades
do periastro. Para quantificar tal perda de massa sugerimos uma lei rela-

tivamente simples de perda de massa dada por

. Po
ritgp (7; po) = — 27
onder é a distdncia entre ambas as componentes, pg 0o momento angular

do sistema e f um pequeno pardmetro proximo a zero.

Demonstrou-se (Andrade e Docobo 2003b), integrando numericamente
as equacdes do movimento em varidveis polares—nodais, que esta lei pro-
duz variacOes seculares nos elementos orbitais. Talvez a mais notavel
destas varia¢des seculares seja a que se produz na excentricidade pela sua

influéncia directa na estabilidade orbital do sistema.

Aplicando o esquema perturbativo de Hadjidemetriou a leis de perda
de massa dependentes do tempo e da distdncia obtiveram-se variacdes
seculares para o semieixo maior e a excentricidade, permanecendo o ar-
gumento do periastro com variagdes ndo seculares, como acontece no pro-
blema de Gyldén-Mescerskij sem perturbar. Por outro lado, também se
obtiveram variagdes seculares para estes mesmos elementos considerando
uma perturbacdo externa, dependente da anomalia verdadeira, similar
a produzida por efeito periastro. Neste caso, apds uma transformagao
canodnica, formulou-se o problema em varidveis de Delaunay como passo

prévio a integragao das equacdes de Lagrange dos elementos orbitais.

Outro dos cendrios perturbados que se analisaram é o que surge de con-
siderar que alguma das componentes do sistema bindrio nado é totalmente
esférica, sendo que apresenta certo achatamento polar?. Esta componente

elipsoidal origina certas perturbagdes que se sobrepéem as produzidas

Esta configuragdo também ¢ vélida para aproximar o problema em que uma das
componentes apresenta um disco de acregao.
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pela perda de massa dependente do tempo dando lugar a novas variagoes
dos elementos orbitais. Como é usual, o potencial gravitacional corres-
pondente obteve-se a partir do desenvolvimento em harménicos esféricos
considerando simetria equatorial e restringindo-nos ao problema zonal

com J,.

No tltimo dos cendrios estudou-se o problema de Gyldén—MesScerskij
tendo em conta efeitos relativistas. Obtiveram-se assim variagdes perio-
dicas de certos elementos orbitais e o famoso avango do periastro (obser-
vado pela primeira vez em Merctrio). Como passo prévio a formulagdo
hamiltoniana obteve-se a lagrangiana do movimento para duas massas em

primeira aproximagao pés—-newtoniana.

Todos estes cendrios perturbados foram integrados analiticamente uti-
lizando o0 método canénico de perturbagdes que se construiu no Capitulo 3,
excepto o correspondente ao efeito periastro, ja que, infelizmente, neste
caso ndo sdo aplicaveis os métodos canénicos de perturbacdes baseados

em transformacdes de Lie.

Construcdo de um método candnico de perturba¢cdes N-paramétrico

Os métodos candnicos de perturbagdes baseados em transformagoes de
Lie, desenvolvidos na segunda metade do século passado (Hori 1966; De-
prit 1969), utilizam uma familia de difeomorfismos dependente de um
pequeno parametro. As teorias de perturbacdes baseadas nesta técnica
permitem obter solu¢des aproximadas de sistemas de equagdes diferen-
ciais ndo lineares que podem ser tomados como uma perturbagdo de um

sistema integravel.

Em anos posteriores realizaram-se algumas extensdes do método ori-
ginal3 uniparamétrico a dois (Ribera 1981; Abad e Ribera 1984; Varadi 1985)
e trés parametros (Ahmed 1993; Andrade 2002, 2003). No entanto, a fim

de integrar sistemas hamiltonianos submetidos a diversas perturbagdes,

3Pode-se demonstrar que as formulagdes de Hori e Deprit sdo equivalentes (Campbell
e Jefferys 1970; Henrard e Roels 1974).
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com um nudmero arbitrdrio de pequenos parametros, um dos alvos desta
investigacdo foi a obtencdo de um método candnico de perturbagdes N-
-paramétrico, o qual constitui uma generalizagdo completa a um nimero

arbitrario de parametros do método de Hori-Deprit.

Integracao do problema de Gyldén—-MesScerskij em cendrios perturbados

O problema de Gyldén—-Mescerskij considerando as perturbagdes descritas
anteriormente foi integrado analitica e numericamente. A integracdo nu-
mérica foi levada a cabo mediante um método de Runge-Kutta de passo
variavel de oitava ordem (RK8), mostrando que estas perturbacées produ-
zem variagdes dos elementos orbitais, tanto periddicas como seculares, que
se sobrepdem as ja conhecidas varia¢des periddicas induzidas pela perda

de massa dependente do tempo.
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Figura 7.2: De esquerda a direita: variacdes na excentricidade, no semieixo
maior e na relacdo entre a distancia pericéntrica e apocéntrica para um valor
inicial da excentricidade de 0.3. Representam-se o problema de Kepler (azul), o
problema de Gyldén—Mescerskij (verde) e o efeito periastro (vermelho).

Para a resolugdo do cendrio em que se considera o efeito periastro
realizou-se a formulagdo das equagdes do movimento no conjunto de
varidveis polares—nodais. Ao ndo ser aplicdvel o método canoénico de
perturbacdes, devido a dependéncia da hamiltoniana com o argumento
da latitude, realizou-se uma integracdo numérica da qual se expdem-se
alguns dos resultados obtidos (ver Fig. 7.2):

- Dada a dependéncia explicita das equag¢des do movimento com a

varidvel 0, o momento angular do sistema py ndo é uma constante do
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movimento, o que supde uma das diferencas mais importantes com
o problema de Gyldén-Mescerskij sem efeito periastro.

A excentricidade deixa de oscilar periodicamente e passa a aumentar
secularmente, sendo o seu crescimento por unidade de tempo maior

quanto maior é a excentricidade inicial.

No caso do semieixo maior o comportamento é ao invés que no
problema de Gyldén—-Mescerskij sem efeito periastro, isto é, diminui

secularmente.

Como consequéncia das evolugdes da excentricidade e do semieixo
maior, a relagdo entre a distancia apocéntrica e pericéntrica apresenta

também uma tendéncia a aumentar secularmente.

E notével o fenémeno de diminuic¢do secular do semieixo maior ja que,

dependendo da grandeza do efeito periastro, pode chegar a contra-arrestar

o aumento secular provocado pela perda de massa em funcdo do tempo.

Serd o valor relativo entre « e 5 0 que decida qual dos dois fenémenos é o

dominante.

A integracdo do problema de Gyldén-Mescerskij com uma compo-

nente elipsoidal e tendo em conta efeitos relativistas realizou-se analiti-

camente. A hamiltoniana do problema expressou-se, a primeira ordem,

em série dos quatro pequenos parametros que ddo conta de cada uma das

perturbagdes:

1
H = Hy + a1 Hiooo + a2 Horoo + J2 Hooro + 2 Hooor,
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Ho
Ho = 572
Mo, Hip
Hiooo = B (t —to) o LesenE,
Mo oy
Hoipo = 12 (t—to) i LesenE,
Ug R? 3 H? H?
Hooro = 106 (1+ecosf) ll —35 -3 (1 —E) cos2(f + 9)|,
4
L? 12
Hoom = —% |oo +|-0" +0;3 (5 - 1) senzfl o (1 +ecos f)

’” L4 2
+0 @(1+ecosf) ,

com o = Lo + Lao-

Ap6s a aplicagdo a esta hamiltoniana do método canénico de pertur-
bagdes na sua versdo 4-paramétrica obtiveram-se as variagdes em fungdo
do tempo para o periodo, a excentricidade, o semieixo maior, a inclinagéo,
o argumento do periastro e o angulo do nodo. O seu comportamento foi o

seguinte:

1. A excentricidade e a inclinagdo apresentam varia¢des periddicas em

todos os cenérios.

2. A perda de massa dependente do tempo provoca o incremento secu-

lar do semieixo maior e do perfodo.

3. O argumento do periastro avanga sempre que a inclinacdo é menor
que o seu valor critico, enquanto por cima deste valor depende de
qual é o efeito dominante: o achatamento da primdria ou os efeitos

relativistas.
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4. O angulo do nodo retrograda sempre que se considera a forma elip-
soidal da primadria e a inclinagdo é diferente de 90° para o movi-
mento directo, produzindo-se a situagdo inversa se o movimento é

retrogrado.

Para o caso com parametros reais que se integrou com este método
candnico obtiveram-se as varia¢des seculares que se mostram na Tabela 7.1,

onde também se indica o fenémeno que as produz.

Tabela 7.1: VARIACOES SECULARES DOS ELEMENTOS ORBITAIS E OS FENOMENOS QUE AS
PRODUZEM.

VALORES A0 caBO DE 100 aANos FENOMENO

Aa +1.90-1072 UA Perda de massa

Aw  +7763 (95%) Componente elipsoidal
+0°40 (5%) Efeitos relativistas

AQ =9°22 Componente elipsoidal

Na Figura 7.3 mostra-se a evoluc¢do em fungdo do tempo dos elementos

orbitais.

A bondade do método candnico foi satisfatoriamente testada com
exemplos bem conhecidos da teoria do satélite artificial e da teoria da
relatividade. Comprovou-se que o tempo de integracdo do computador
cresce a medida que a excentricidade aumenta, assim como quando a
inclina¢do toma o seu valor critico —se se considera a forma elipsoidal da

primaria.
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Figura 7.3: Variagbes dos elementos orbitais para o sistema submetido ao con-
junto completo de perturbagdes (intervalo de 1 ano).

Analise da estabilidade em sistemas triplos hierarquizados com massa

variavel

Os conhecidos critérios de estabilidade para sistemas triplos hierarquiza-
dos definidos por Harrington (1972), Graziani e Black (1981), Eggleton e
Kiseleva (1995), Aarseth e Mardling (1999), foram aplicados pela primeira
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vez ao problema de Gyldén-MeScerskij com e sem efeito periastro. A for-
mulacdo do problema realizou-se utilizando varidveis de Jacobi. A fim de
visualizar as regides de estabilidade construiram-se mapas de estabilidade
em func¢ado da excentricidade e do semieixo maior da 6rbita externa (ou da
excentricidade da 6rbita interna para o critério de Eggleton—Kiseleva) em

que se representa o seu limite e a posigao do sistema.

Ap6s aplicar estas ferramentas a dois sistemas planetarios, em 6rbitas
tipo P (y Cephei) e tipo S (exemplo hipotético baseado no anterior), e a
um sistema estelar triplo (BU 1099 AB, cuja bindria interna é BAG 10 Aa)

observaram-se os seguintes comportamentos:

- Em geral, os intervalos de estabilidade diminuem em cendrios com
perda de massa dependente do tempo (MDT) e perda de massa de-
pendente do tempo mais efeito periastro (MDT+EP).

- Em sistemas planetérios o efeito periastro influi, sobretudo, na excen-
tricidade e semieixo maior da 6rbita interna para as 6rbitas tipo P, e
na excentricidade e semieixo maior da érbita externa para as 6rbitas

tipo S.

- Em sistemas estelares triplos em configuracdes tais que o o meca-
nismo de Kozai é importante produz-se um refor¢o do efeito perias-
tro que conduz a notdveis incrementos do semieixo maior da 6rbita

interna (ver Fig. 7.4).

A o6rbita visual da bindria BAG 10 Aa (ver Fig. 7.4), a primeira astromé-
trica speckle, foi calculada (Docobo e Andrade 2006b) gracas a uma nova
metodologia recentemente apresentada com a que se podem obter todos
os elementos orbitais, massas e classes espectrais de um sistema triplo com

uma subcomponente espectroscépica (Docobo e Andrade 2006a).

Quanto a evolucdo dos intervalos de estabilidade observou-se que para
todos os critérios se produz uma reducdo dos intervalos de estabilidade
em cendrios com perda de massa, excepto para o de Aarseth-Mardling que
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Figura 7.4: Esquerda: Evolugdo temporal da excentricidade e semieixo maior da
Orbita interna para BAG 10 Aa (a linha azul corresponde ao cenario SPM, a verde
ao de MDT e a vermelha ao de MDT+EP). Direita: Nova érbita visual da binaria
BAG 10 Aa.

apresenta um ligeiro aumento. Isto prova a maior tendéncia a instabilidade
dos sistemas em que se estd a produzir perda de massa dependente do

tempo e a aceleragdo deste processo quando existe efeito periastro.

Na Figura 7.5 mostra-se o mapa de estabilidade inicial segundo o cri-
tério de Harrington para o sistema estelar BU 1099 AB.

Um modelo de distribuicao de massa para ventos estelares carregados

Muitos dos casos mais notaveis de estrelas com perda de massa acontecem
em sistemas bindrios com potentes ventos em interacgdo e, frequentemente,

Orbitas com alta excentricidade.

Tendo em mente um caso protétipo desta classe de sistemas como ¢é a

Wolf-Rayet 140, cujas passagens pelo periastro vao acompanhadas de uma
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Figura 7.5: Detalhe do mapa de estabilidade para o critério de Harrington no
entorno do ponto que ocupa o sistema estelar BU 1099 AB.

[} %,=01

Figura 7.6: Factores de forma ®(p), E(R) e ©(f) para certos valores concretos
dos parametros do vento (indicados na figura).

potente emissdo de radiacdo e p6, define-se um modelo para a distribuicédo
de massa resultante I'. Esta expressa-se em funcdo de trés factores de
forma @, E e ©, dependentes das trés varidveis (¢, R, f) e do conjunto
de parametros (x1, x2, &1, &2, 01, 02), cujo significado geométrico se define
em § 6.4.1. Nas Figuras 7.6 e 7.7 mostra-se a aparéncia em duas e trés

dimensdes, respectivamente, destes factores de forma.
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Figura 7.7: Representagdes tridimensionais e mapas de densidade dos factores
de forma da regido activa.

Este modelo aplicou-se ao sistema WR 140 supondo a existéncia de
uma ana castanha em Orbita tipo P. Considerou-se que parte da massa
emitida pela Wolf-Rayet, que estava a escapar do sistema, era capturada
pela ana castanha, de modo que se tinha um problema de massa varidvel
com perda de massa de duas das componentes e ganho de massa da

terceira componente. Estas varia¢des foram quantificadas considerando
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a lei de Jeans para o sistema com perda de massa, enquanto para a terceira

componente se considerou uma lei de ganho de massa do tipo

tit3 = +0 (@, R, r) - m3,

onde

6:60-T((p,R,f),

sendo §p um numero real positivo que quantifica a intensidade do

ganho de massa.

Os casos considerados foram os seguintes:

e SPM: Nao hé perda de massa.

e CPM: Existe perda de massa dos primérios em fungdo do tempo e
por efeito periastro.

e CPM+GM: Além da perda de massa dos primaérios, o terceiro corpo

captura certa fraccdo da massa que escapa do sistema.

A partir da integracdo do problema e dos valores obtidos para os
parametros de estabilidade ao longo de 20000 anos comprovou-se que,
tanto no caso em que s6 existe perda de massa do sistema interno como
quando se acrescenta o ganho de massa por parte da terceira componente, o
sistema tende a manter a sua estabilidade. Assim, apesar de que se produz
uma redugdo da regido de estabilidade, como se pode ver na Figura 7.8,
também a posigdo do sistema no mapa de estabilidade se desloca na mesma
direccdo, de modo que o sistema continua a estar longe do limite final da
regido de estabilidade.

A integracdo do problema permitiu obter a evolugao dos factores de

forma e da fungdo de distribui¢do de massa I para este sistema (ver Fig. 7.9).
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Figura 7.8: Detalhe da evolugéo do mapa de estabilidade segundo o critério de
Harrington no entorno do ponto que ocupa o sistema WR 140 mais ana castanha
no cenario CPM+GM em dois instantes de tempo separados 20000 anos. A
linha descontinua e o ponto brancos representam o valor critico que define a re-
giao de estabilidade e a posicao do sistema no instante inicial, respectivamente,
enquanto os pretos correspondem ao instante final.

7.2 Conclusoes

Na investigacdo dos diferentes aspectos que envolvem o problema tratado
nesta tese, resumida na sec¢do anterior, destacam os seguintes contributos

e conclusoes:

1. Realizou-se uma extensa exposigdo historiografica das aproximagdes
mais destacadas ao problema dindmico de dois corpos com massa
variavel. Por outro lado, também se ofereceu uma descri¢dao dos

tipos de estrelas em que tal fenémeno resulta especialmente impor-
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Figura 7.9: Evolucéo dos factores de forma, @ (azul), = (verde claro), © (ver-
melho) e do seu produto I' (verde intenso), na parte superior. Na parte infe-
rior representa-se exclusivamente a fungdo I'. O periodo de integracao é de
500 anos.

tante, tanto na sua evolugdo orbital quanto na evolucédo através do
diagrama HR.

2. Deu-se uma reinterpretacdo da lei de Jeans fornecendo novos valores
para os parametros a e n e uma relacdo entre a e o ritmo de perda de
massa de uma estrela.
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. Foi construido um novo método canénico de perturbagdes N—para-
métrico baseado em transformacdes de Lie, o qual supde uma gene-
ralizacdo a um ntmero arbitrdrio de pardmetros do classico método
de perturbagdes de Hori-Deprit. Este método canénico resulta es-
pecialmente util no estudo de sistemas perturbados em que existe
um amplo ntimero de perturbagdes sobrepostas ao problema sem
perturbar, as quais podem ser formalizadas em forma hamiltoniana

mediante um conjunto de pequenos parametros.

. Formulou-se, pela primeira vez de modo rigoroso do ponto de vista
matemadtico, o problema de Gyldén-Mescerskij com efeito periastro
como um problema de Kepler duplamente perturbado em formu-
lagdo hamiltoniana. Para a sua descri¢do postulou-se uma lei ge-
neralizada de perda de massa com efeito periastro em funcdo do
tempo e da distancia mediante trés pequenos parametros: dois que
descrevem a perda de massa dependente do tempo de cada uma das
componentes do sistema duplo (mediante a lei de Jeans) e um que

representa a perda de massa do sistema por efeito periastro.

. O mesmo problema, em particular o estudo qualitativo da evolugdo
dos elementos orbitais do sistema, foi abordado utilizando as equa-
¢oes de Gauss da teoria de perturbagdes e o esquema perturbativo
de Hadjidemetriou. Posteriormente realizou-se uma integracdo nu-
mérica mediante um integrador de Runge-Kutta de passo variavel
de oitava ordem (RKS8) para determinar a evolugdo dos elementos
orbitais.

. Aplicou-se a fun¢do hamiltoniana do problema de perda de massa de-
pendente do tempo de uma bindria com a primadria elipsoidal consi-
derando efeitos relativistas o0 método canénico de perturbagdes na
sua versdo 4—paramétrica. Obteve-se assim a variacdo dos elementos

orbitais para este sistema.

. Analisou-se a influéncia da perda de massa dependente do tempo e

por efeito periastro na estabilidade de sistemas triplos hierarquiza-
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10.

dos (estelares e planetdrios) mediante a aplicacdo de quatro critérios
de estabilidade a sistemas reais. Para a visualizagdo das regides
de estabilidade definiram-se mapas de estabilidade em funcdo da

excentricidade e do semieixo maior da 6rbita externa.

. Definiu-se uma funcado de distribuicdo de massa I' em fungéo de trés

factores de forma para os ventos estelares carregados de massa que se
originam em sistemas bindrios muito activos, tais como os sistemas
Wolf-Rayet.

. A funcdo de distribui¢do de massa I foi usada para modelar o ganho

de massa de uma hipotética ana castanha em 6rbita tipo P em redor
do sistema WR 140.

Em resumo, os sistemas estelares multiplos evoluem altamente con-
dicionados pela perturbacdo que supde a perda de massa nas suas
diversas variantes: perda continua e isotrépica (representada me-

diante a lei de Jeans) ou incremento desta por efeito periastro.

7.3 Linhas de continuagao

O estudo das relagdes entre a dindmica orbital de sistemas estelares e

planetarios multiplos e a evolugdo astrofisica dos mesmos é uma linha de

pesquisa que seria interessante continuar a explorar. Neste contexto é que

se sugerem os seguintes problemas como complementares ao que se tém

tratado nesta tese ou como linhas de continuacdo naturais dos mesmos.

Questdes metodoldgicas

> Aprofundamento na teoria de métodos canénicos de perturbagdes

a fim de integrar sistemas hamiltonianos tais como o que surge do
problema de Gyldén—Mescerskij com efeito periastro. Especialmente
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prometedora parece a linha de investigagdo em que se considera o

tempo como mais uma varidvel candnica cuja conjugada é a energia.

> Utilizacdo de fungdes polilogaritmicas de argumento complexo (Osa-
car e Palacidn 1994; Osécar, Palacidn e Palacios 1995) na simplificagdo
das expressdes que aparecem na integracdo desta classe de proble-

mas.

Aplicacoes

> Aproveitando a versatilidade do método canénico de perturbacdes
N-paramétrico seria factivel ir acrescentando sucessivas perturba-
¢Oes que se aproximem a uma solu¢do mais realista do problema
‘completo’ da dinamica dos sistemas estelares multiplos: transferén-
cia de massa entre componentes, existéncia de discos de acrecdo em
redor de uma ou de ambas as componentes, ejec¢des de massa ndo

isotrépicas, influéncia de intensos campos electromagnéticos . . .

> A aproximagdo pds—newtoniana do problema de perda/ganho de
massa poderia ser um modelo vélido para o problema de trés buracos
negros (Valtonen, Mikkola e Pietild 1995; Pietild et al. 1995; Valtonen
1996) segundo se considere a perda de energia e de momento angular

mediante a emissdo de radiacdo gravitacional ou a captura de massa.

> A andlise estatistica dos valores dos elementos orbitais resultantes
apos integragdes realizadas a partir de certo conjunto de valores ini-
ciais, tendo em conta algumas das perturbacdes descritas nesta tese,
poderiam deitar luz sobre as frequéncias observadas de planetas
com uma excentricidade e um semieixo maior dados. Em particular,
seria interessante aprofundar na hipotética relagdo entre a perda de
massa e as relativamente altas excentricidades observadas em alguns

planetas extra-solares. m
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Apéndice A

Codigo do método candnico de

perturbacdes N—paramétrico

NOTA: Para Mathematica®.

Operador Y,

Tines @@ Map [£lff]™ &, Range[n]]

Tines @@ Map[3 [#] ! &, Range[n]] -
Evaluate [Sequence @@ Map [{i[#], 1, p} &, Range[n]1].
Evaluate[Sequence @@ Map[{j[#], 0, m-1} &, Ramje[n]]]]

SaquenceBEHap [4[#] &, Eange[n]]
[n==0, 1, Leequencesstopri#1.25, Rangernin ] «

¥[p_, n_, m ] :=Sum|
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Hamiltoniana H (original)

Hamiltoniana H* (transformada)

Resto R
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Hamiltoniana 4 (nova)
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Apéndice B

Resumen y conclusiones (em

castelhano)

A continuacién se recogen los principales resultados obtenidos en las
investigaciones desarrolladas en esta tesis, dedicada fundamentalmente
al problema mecanico—celeste de masa variable —o, equivalentemente,
pardmetro gravitacional variable— y a sus repercusiones en sistemas as-

trofisicos. Estos se pueden resumir en:

- Nuevas contribuciones en aspectos conceptuales y metodoldgicos.
- Desarrollo de un método canénico de perturbaciones.
- Aplicacién de la teoria a sistema estelares y planetarios reales sujetos

a diversas perturbaciones.

Ademéds, en la ultima seccién se sugieren ulteriores andlisis conti-

nuando algunas de las lineas estudiadas y apuntando otras nuevas.

fResumo (em castelhano) ndo inferior a 3000 palavras de acordo com o artigo 30.3 do
Regulamento de Estudos de Terceiro Ciclo da USC.
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Sumario

Dos caras de un mismo fenémeno

El parametro fundamental que caracteriza a una estrella es su masa. Co-
nociéndola con la suficiente precisién es posible determinar cudl serd su
evolucién y obtener los valores de algunas de sus propiedades astrofisicas.
Por otra parte, si la estrella estd asociada gravitatoriamente a otros cuerpos
celestes, también la masa desempefia un papel decisivo en la evolucién

dindmica del sistema’.

Cuando se considera su variacion en sistemas estelares binarios o mul-
tiples —principalmente su pérdida por escape fuera del sistema—aparecen
ciertas interacciones entre las propiedades astrofisicas de las componen-
tes del sistema y la evolucién de los elementos orbitales que conducen a
configuraciones finales muy diferentes a las que se alcanzarfan en el caso
de masas estacionarias. Por tanto, serd esencial conocer los detalles de
este fenémeno con el fin de poder realizar predicciones precisas sobre la

evolucion estelar y orbital de estos sistemas.

Desde los trabajos pioneros de Gyldén y MeScerskij en la resolucion
de las ecuaciones del movimiento del problema de dos cuerpos de masa
variable dependiente del tiempo y de los de Eddington y Jeans sobre los
procesos fisicos que tienen lugar en los interiores estelares y su relacién
con la pérdida de masa, la incomunicacién entre estas dos vias de inves-
tigacion ha sido notable. A pesar de ser el objetivo principal de esta tesis
la resolucién analitica —o numeérica, cuando esto no fuese posible— del
problema matematico de masa variable (problema de Gyldén—Mescerskij)
en escenarios en los que se han afiadido ciertas perturbaciones —‘efecto
periastro’, achatamiento polar de alguna de las componentes y efectos
relativistas—, el hilo conductor a través de los diferentes capitulos ha sido

la aplicacién de la teoria considerando las propiedades astrofisicas, tales

!De hecho, los sistemas binarios son la principal herramienta para el cdlculo de masas
estelares.
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como los ritmos de pérdida de masa, lo més aproximadas a la realidad
posible.

En este contexto, una de las contribuciones hechas en esta tesis (ver
§ 1.5.1) en la cual ambos enfoques se unifican es, a la vista de resultados
recientes sobre la evolucién estelar y la pérdida de masa, la de la reinter-

pretacion de la ley de Jeans

m=-am",
donde m es la masa de la estrella, @ un pequefio pardmetro positivo y
1.4 <n < 4.4 (segln Jeans).

Asi, teniendo en cuenta la relaciéon de masa-luminosidad, se proporci-
onaron valores del exponente n adecuados a diferentes tipos de estrellas y
diferentes a los suministrados por Jeans, sobre todo para estrellas con baja
masa. Ademds, se obtuvo una nueva relacién entre el ritmo de pérdida de
masa Y, en unidades de My, por afio, y el pardmetro a de la ley de Jeans

(ver Fig. 1) dada por

loga =a+blogy+clog’y +dlog’y,

siendo

a =9.86,

b =4.09,

c =0.247,

d = 0.00569.
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Figura 1: Relacién entre y y a.

Principales perturbaciones consideradas

Tomando como punto de partida el problema de Gyldén-MesScerskij se
consider6 su integracion sometido a diferentes perturbaciones. Los esce-
narios perturbados resultantes fueron abordados utilizando la formulacién
hamiltoniana con el fin de, posteriormente, aplicar un método canénico de

perturbaciones.

En primer lugar se analiz6 de modo completo el denominado efecto
periastro, un fendmeno que, no obstante haber sido sugerido como expli-
cacion a los aumentos de la excentricidad observados en sistemas binarios
(Martin 1964; Edwards y Pringle 1987; Valls-Gabaud 1988; Soker 2000),
nunca antes habia sido formalizado matemaéaticamente. Basicamente, con-
siste en un aumento de la pérdida de masa por interaccién gravitatoria
en las proximidades del periastro. Para cuantificar tal pérdida de masa

sugerimos una ley relativamente simple de pérdida de masa dada por

Pe

titgp (1; po) = —P Y
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donde 7 es la distancia entre ambas componentes, pg el momento an-

gular del sistema y f un pequefio pardmetro préximo a cero.

Se demostr6 (Andrade y Docobo 2003b), integrando numéricamente
las ecuaciones del movimiento en variables polares—nodales, que esta ley
produce variaciones seculares en los elementos orbitales. Quizd la mds
notable de estas variaciones seculares sea la que se produce en la excentri-

cidad por su influencia directa en la estabilidad orbital del sistema.

Aplicando el esquema perturbativo de Hadjidemetriou a leyes de pér-
dida de masa dependientes del tiempo y de la distancia se obtuvieron
variaciones seculares para el semieje mayor y la excentricidad, perma-
neciendo el argumento del periastro con variaciones no seculares, como
sucede en el problema de Gyldén—Mescerskij. Por otra parte, también se
obtuvieron variaciones seculares para estos mismos elementos conside-
rando una perturbacién externa, dependiente de la anomalia verdadera,
similar a la producida por efecto periastro. En este caso, después de una
transformacién canénica, se formul6 el problema en variables de Delaunay
como paso previo a la integracién de las ecuaciones de Lagrange de los

elementos orbitales.

Otro de los escenarios perturbados que se analizaron es el que surge
de considerar que alguna de las componentes del sistema binario no es
totalmente esférica, sino que presenta cierto achatamiento polar?. Esta
componente elipsoidal origina ciertas perturbaciones que se superponen
a las producidas por la pérdida de masa dependiente del tiempo dando
lugar a nuevas variaciones de los elementos orbitales. Como es usual, el
potencial gravitatorio correspondiente se obtuvo a partir del desarrollo en
armonicos esféricos considerando simetria ecuatorial y restringiéndonos

al problema zonal con J,.

En el altimo de los escenarios se estudi6 el problema de Gyldén-

-Mescerskij teniendo en cuenta efectos relativistas. Se obtuvieron asi va-

ZEsta configuracién también es vélida para aproximar el problema en el cual una de
las componentes presenta un disco de acreccién.
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riaciones periddicas de ciertos elementos orbitales y el famoso avance del
periastro (observado por primera vez en Mercurio). Como paso previo a la
formulacién hamiltoniana se obtuvo la lagrangiana del movimiento para

dos masas en primera aproximacién post-newtoniana.

Todos estos escenarios perturbados fueron integrados analiticamente
utilizando el método canénico de perturbaciones que se construy6 en el
Capitulo 3, excepto el correspondiente al efecto periastro, ya que, desa-
fortunadamente, en este caso no son aplicables los métodos canénicos de

perturbaciones basados en transformaciones de Lie.

Construcciéon de un método candnico de perturbaciones N—paramétrico

Los métodos candnicos de perturbaciones basados en transformaciones de
Lie, desarrollados en la segunda mitad del siglo pasado (Hori 1966; Deprit
1969), utilizan una familia de difeomorfismos dependiente de un pequefio
pardmetro. Las teorias de perturbaciones basadas en esta técnica permiten
obtener soluciones aproximadas de sistemas de ecuaciones diferenciales
no lineales que pueden ser tomados como una perturbacién de un sistema

integrable.

En afios posteriores se realizaron algunas extensiones del método ori-
ginal® uniparamétrico a dos (Ribera 1981; Abad y Ribera 1984; Varadi
1985) y tres pardmetros (Ahmed 1993; Andrade 2002, 2003). Sin embargo,
con el fin de integrar sistemas hamiltonianos sometidos a diversas pertur-
baciones, con un ntiimero arbitrario de pequefios pardmetros, uno de los
objetivos de esta investigacion fue la obtencién de un método canénico de
perturbaciones N—paramétrico, lo cual constituye una generalizacién com-

pleta a un ntimero arbitrario de pardmetros del método de Hori-Deprit.

3Se puede demostrar que las formulaciones de Hori y Deprit son equivalentes (Camp-
bell y Jefferys 1970; Henrard y Roels 1974).
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Integracion del problema de Gyldén—Mescerskij en escenarios pertur-
bados

El problema de Gyldén—-Mescerskij considerando las perturbaciones des-
critas anteriormente fue integrado analitica y numéricamente. La integra-
cién numérica fue llevada a cabo mediante un método de Runge-Kutta de
paso variable de orden ocho (RK8), mostrando que estas perturbaciones
producen variaciones de los elementos orbitales, tanto periddicas como
seculares, que se superponen a las ya conocidas variaciones periddicas

inducidas por la pérdida de masa dependiente del tiempo.

Para la resolucién del escenario en el cual se considera el efecto perias-
tro se realiz6 la formulacion de las ecuaciones del movimiento en el con-
junto de variables polares—nodales. Alno ser aplicable el método canénico
de perturbaciones, debido a la dependencia de la hamiltoniana con el
argumento de la latitud, se realizé una integraciéon numérica de la cual se

exponen algunos de los resultados obtenidos (ver Fig. 2):

- Dada la dependencia explicita de las ecuaciones del movimiento con
la variable 0, el momento angular del sistema pg no es una constante
del movimiento, lo que supone una de las diferencias mas importan-

tes con el problema de Gyldén—-Mescerskij sin efecto periastro.

- La excentricidad deja de oscilar periédicamente y pasa a aumentar
secularmente, siendo su crecimiento por unidad de tiempo mayor

cuanto mayor es la excentricidad inicial.

- En el caso del semieje mayor el comportamiento es al revés que
en el problema de Gyldén—-MesScerskij sin efecto periastro, esto es,

disminuye secularmente.

- Como consecuencia de las evoluciones de la excentricidad y del se-
mieje mayor, la relacién entre la distancia apocéntrica y pericéntrica

presenta también una tendencia a aumentar secularmente.
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Figura 2: De izquierda a derecha: variaciones en la excentricidad, en el semieje
mayor y en la relacion entre la distancia pericéntrica y apocéntrica para un valor
inicial de la excentricidad de 0.3. Se representan el problema de Kepler (azul), el
problema de Gyldén—MeScCerskij (verde) y el efecto periastro (rojo).

Es notable el fenémeno de disminucién secular del semieje mayor ya
que, dependiendo de la magnitud del efecto periastro, puede llegar a
contrarrestar el aumento secular provocado por la pérdida de masa en
funcién del tiempo. Sera el valor relativo entre a y el que decida quél de

los dos fenédmenos es el dominante.

La integracion del problema de Gyldén-Mescerskij con una compo-
nente elipsoidal y teniendo en cuenta efectos relativistas se realizé anali-
ticamente. La hamiltoniana del problema se expres, a primer orden, en
serie de los cuatro pequefios parametros que dan cuenta de cada una de
las perturbaciones

1
H = Hoy + ay Hiooo + a2 Horoo + J2 Hooro + 2 Hooor
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Higoo = H’;L(l)fo (t—ty) — !:l—g;éLesen E,

Horoo = MZE;UO (t—ty) — i—gjLesen E,

Hooro = Pfé{: (1+ecosf)3 l1—3g—z—3(1—g—j) cos2(f +9)|,
Hopor = —[Z—é |00 + -0’ + 03 (é—zz - 1) sen? f] 2_22 (1+ecosf)

’” L4 2
+0 @(1+ecosf) ,

con o = Hio + Hao-

Después de la aplicacion a esta hamiltoniana del método canénico de
perturbaciones en su versién 4—paramétrica se obtuvieron las variaciones
en funcién del tiempo para el periodo, la excentricidad, el semieje mayor,
la inclinacién, el argumento del periastro y el &ngulo del nodo. Su com-

portamiento fue el siguiente:

- La excentricidad y la inclinacién presentan variaciones periédicas en

todos los escenarios.

- La pérdida de masa dependiente del tiempo provoca el incremento

secular del semieje mayor y del periodo.

- El argumento del periastro avanza siempre que la inclinacién es me-
nor que su valor critico, mientras que por encima de este valor de-
pende de cual es el efecto dominante: el achatamiento de la primaria

o los efectos relativistas.
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- El angulo del nodo retrograda siempre que se considera la forma
elipsoidal de la primaria y la inclinacion es diferente de 90° para el
movimiento directo, ddndose la situacién inversa si el movimiento

es retrogrado.

Para el caso con pardmetros reales que se integré con este método
canénico se obtuvieron las variaciones seculares que se muestran en la
Tabla 1, donde también se indica el fenémeno que las produce.

Tabla 1: VARIACIONES SECULARES DE LOS ELEMENTOS ORBITALES Y LOS FENOMENOS QUE
LAS PRODUCEN.

VALORES AL cABO DE 100 ANos FeENOMENO

Aa  +1.90-1072 UA Pérdida de masa

Aw  +7263 (95%) Componente elipsoidal
+0°40 (5%) Efectos relativistas

AQ  —9722 Componente elipsoidal

En la Figura 3 se muestra la evoluciéon en funcién del tiempo de los
elementos orbitales.

La bondad del método canénico fue satisfactoriamente testada con
ejemplos bien conocidos de la teoria del satélite artificial y de la teoria de la
relatividad. Se comprobé que el tiempo de integracién del ordenador crece
a medida que la excentricidad aumenta, asi como cuando la inclinacién

toma su valor critico —si se considera la forma elipsoidal de la primaria.

Analisis de estabilidad en sistemas triples jerarquizados con masa va-
riable

Los conocidos criterios de estabilidad para sistemas triples jerarquizados
definidos por Harrington (1972), Graziani y Black (1981), Eggleton y Kise-
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Figura 3: Variaciones de los elementos orbitales para el sistema sometido al
conjunto completo de perturbaciones (intervalo de 1 ano).

leva (1995), Aarseth y Mardling (1999), fueron aplicados por primera vez al

problema de Gyldén—-Mescerskij con y sin efecto periastro. La formulacién

del problema se realiz6 utilizando variables de Jacobi. Con el fin de visua-

lizar las regiones de estabilidad se construyeron mapas de estabilidad en

funcién de la excentricidad y del semieje mayor de la 6rbita externa (o de
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la excentricidad de la 6rbita interna para el criterio de Eggleton—Kiseleva)

en los cuales se representa su limite y la posicién del sistema.

Después de aplicar estas herramientas a dos sistemas planetarios, en
Orbitas tipo P (y Cephei) y tipo S (ejemplo hipotético basado en el ante-
rior), y a un sistema estelar triple (BU 1099 AB, cuya binaria interna es

BAG 10 Aa) se observaron los siguientes comportamientos:

- En general, los intervalos de estabilidad disminuyen en escenarios
con pérdida de masa dependiente del tiempo (MDT) y pérdida de
masa dependiente del tiempo mds efecto periastro (MDT+EP).

- En sistemas planetarios el efecto periastro influye, sobre todo, en la
excentricidad y el semieje mayor de la 6rbita interna para las érbitas
tipo P, y en la excentricidad y semieje mayor de la 6rbita externa para

las 6rbitas tipo S.

- En sistemas estelares triples en configuraciones tales que el meca-
nismo de Kozai es importante se produce un refuerzo del efecto
periastro que conduce a notables incrementos del semieje mayor de

la 6rbita interna (ver Fig. 4).

La 6rbita visual dela binaria BAG 10 Aa (ver Fig. 4), la primera astromé-
trica speckle, fue calculada (Docobo y Andrade 2006b) gracias a una nueva
metodologia recientemente presentada con la cual se pueden obtener todos
los elementos orbitales, masas y classes espectrales de un sistema triple con

una subcomponente espectroscopica (Docobo y Andrade 2006a).

En cuanto a la evolucién de los intervalos de estabilidad se observé
que para todos los criterios se produce una reduccion de los intervalos
de estabilidad en escenarios con pérdida de masa, excepto para el de
Aarseth-Mardling que presenta un ligero aumento. Esto prueba la mayor
tendencia a la inestabilidad de los sistemas en los que produce pérdida
de masa dependiente del tiempo y la aceleracién de este proceso cuando
existe efecto periastro.
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Figura 4: Izquierda: Evolucién temporal de la excentricidad y del semieje mayor
de la érbita interna para BAG 10 Aa (la linea azul corresponde al escenario SPM,
la verde al de MDT vy la roja al de MDT+EP). Derecha: Nueva 6rbita visual de la
binaria BAG 10 Aa.

En la Figura 5 se muestra el mapa inicial de estabilidad segtin el criterio

de Harrington para el sistema estelar BU 1099 AB.

Un modelo de distribucién de masa para vientos estelares cargados

Muchos de los casos més notables de estrellas con pérdida de masa suceden
en sistemas binarios con potentes vientos en interaccion y, frecuentemente,

Orbitas con alta excentricidad.

Teniendo en mente un caso prototipo de esta clase de sistemas como
es la Wolf-Rayet 140, cuyos pasos por el periastro van acompafiados de
una potente emisién de radiacién y polvo, se define un modelo para la
distribucién de masa resultante T. Esta se expresa en funcién de tres
factores de forma @, E y ©, dependientes de las tres variables (¢, R, f) y del
conjunto de pardmetros (x1, x2, &1, &2, 01, 02), cuyo significado geométrico
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Figura 5: Detalle del mapa de estabilidad para el criterio de Harrington en el
entorno del punto que ocupa el sistema estelar BU 1099 AB.

se define en § 6.4.1. En las Figuras 6 y 7 se muestra la apariencia en dos y

tres dimensiones, respectivamente, de estos factores de forma.

] %,=01

Figura 6: Factores de forma ®(¢p), E(R) y ©(f) para ciertos valores concretos de
los pardmetros del viento (indicados en la figura).

Este modelo se aplicé al sistema WR 140 suponiendo la existencia de
una enana marrén en 6rbita tipo P. Se consider6 que parte de la masa emi-
tida por la Wolf-Rayet, que estaba escapando del sistema, era capturada
por la enana marrén, de forma que se tenia un problema de masa variable

con pérdida de masa de dos de las componentes y ganancia de masa de la
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Figura 7: Representaciones tridimensionales y mapas de densidad de los facto-
res de forma de la region activa.

tercera componente. Estas variaciones fueron cuantificadas considerando
la ley de Jeans para el sistema con pérdida de masa, mientras que para la

tercera componente se consider6 una ley de ganancia de masa del tipo

rit3 = +6 (@, R, r) - m3,
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donde

6=00-T'(p, R, f),

siendo 0y un ntimero real positivo que cuantifica la intensidad de la

ganancia de masa.

Los casos considerados fueron los siguientes:

e SPM: No hay pérdida de masa.

e CPM: Existe pérdida de masa de los primarios en funcién del tiempo

y por efecto periastro.

e CPM+GM: Ademas de la pérdida de masa de los primarios, el tercer

cuerpo captura cierta fracciéon de masa que escapa del sistema.

A partir de la integracién del problema y de los valores obtenidos
para los parametros de estabilidad a lo largo de 20000 afios se comprob6
que, tanto en el caso en el que sblo existe pérdida de masa del sistema
interno como cuando se afiade la ganancia de masa por parte de la tercera
componente, el sistema tiende a mantener su estabilidad. Asi, a pesar de
que se produce una reduccién de la regién de estabilidad, como se puede
ver en la Figura 8, también la posicion del sistema en el mapa de estabilidad
se desplaza en la misma direccién, de forma que el sistema sigue estando

lejos del limite final de la regién de estabilidad.

La integracion del problema permit6 obtener la evolucién de los facto-
res de forma y de la funcién de distribucién de masa I' para este sistema

(ver Fig. 9).



RESUMEN Y CONCLUSIONES (EM CASTELHANO) 263

€5

08+

0.7

0.6

05

0.4+

160 180 200 20 240 260 280 300
a; [UA]

Figura 8: Detalle de la evolucion del mapa de estabilidad segin el criterio de Har-
rington en el entorno del punto que ocupa el sistema WR 140 més enana marrén
en el escenario CPM+GM en dos instantes de tiempo separados 20000 afos.
La linea discontinua y el punto blancos representan el valor critico que define la
region de estabilidad y la posicion del sistema en el instante inicial, respectiva-
mente, mientras que los negros corresponden al instante final.

Conclusiones

En la investigacion de los diferentes aspectos involucrados en el problema
tratado en esta tesis, resumida en la seccién anterior, destacan las siguientes

aportaciones y conclusiones:

1. Se realiz6 una extensa exposicion historiogréfica de las aproximacio-
nes mds destacadas al problema dindmico de dos cuerpos con masa
variable. Por otra parte, también se ofrecié una descripcién de los
tipos de estrellas en la que tal fendmeno es especialmente impor-
tante, tanto en su evolucién orbital como en su evolucién a través del

diagrama HR.
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Figura 9: Evolucion de los factores de forma, ® (azul), E (verde claro), © (rojo)
y de su produto I' (verde intenso), en la parte superior. En la parte inferior se re-
presenta exclusivamente la funciéon I'. El periodo de integracion es de 500 anos.

2. Se dio una reinterpretacion de la ley de Jeans proporcionando nuevos
valores para los pardmetros a y n y una relacion entre « y el ritmo de
pérdida de masa de una estrella.

3. Se construy6 un nuevo método canénico de perturbaciones N-para-
métrico basado en transformaciones de Lie, lo que supone una gene-
ralizacién a un ntimero arbitrario de pardmetros del cldsico método

de perturbaciones de Hori-Deprit. Este método candnico resulta
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especialmente ttil en el estudio de sistemas perturbados en los que
existe un amplio niimero de perturbaciones superpuestas al pro-
blema sin perturbar, las cuales pueden ser formalizadas en forma

hamiltoniana mediante un conjunto de pequefios parametros.

. Se formuld, por primera vez de manera rigurosa del punto de vista
matematico, el problema de Gyldén—-Mescerskij con efecto periastro
como un problema de Kepler doblemente perturbado en formulacién
hamiltoniana. Para su descripcion se postul6 una ley generalizada
de pérdida de masa con efecto periastro en funcién del tiempo y
de la distancia mediante tres pequefios pardmetros: dos que descri-
ben la pérdida de masa dependiente del tiempo de cada una de las
componentes del sistema doble (mediante la ley de Jeans) y uno que

representa la pérdida de masa del sistema por efecto periastro.

. El mismo problema, en particular el estudio cualitativo de la evolu-
cion de los elementos orbitales del sistema, fue abordado utilizando
las ecuaciones de Gauss de la teoria de perturbaciones y el esquema
perturbativo de Hadjidemetriou. Posteriormente se realiz6 una inte-
graciéon numérica mediante un integrador de Runge-Kutta de paso
variable de orden ocho (RK8) para determinar la evolucién de los

elementos orbitales.

. Se aplicé a la funcién hamiltoniana del problema de pérdida de masa
dependiente del tiempo de una binaria con la primaria elipsoidal
considerando efectos relativistas el método canénico de perturbaci-
ones en su version 4—-paramétrica. Se obtuvo asi la variacién de los

elementos orbitales para este sistema.

. Se analiz6 la influencia de la pérdida de masa dependiente del tiempo
y por efecto periastro en la estabilidad de sistemas triples jerarquiza-
dos (estelares y planetarios) mediante la aplicacion de cuatro criterios
de estabilidad a sistemas reales. Para la visualizacién de las regiones
de estabilidad se definieron mapas de estabilidad en funcién de la

excentricidad y del semieje mayor de la 6rbita externa.
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8.

10.

Se defini6 una funcién de distribucién de masa I' en funcién de tres
factores de forma para los vientos estelares cargados de masa que se
originan en sistemas binarios muy activos, tales como los sistemas
Wolf-Rayet.

. La funcién de distribuciéon de masa I' fue usada para modelar la

ganancia de masa de una hipotética enana marrén en o6rbita tipo P
alrededor del sistema WR 140.

En resumen, los sistemas estelares multiples evolucionan altamente
condicionados por la perturbacién que implica la pérdida de masa en
sus diversas variantes: pérdida continua e isotrépica (representada

mediante la ley de Jeans) o incremento de ésta por efecto periastro.

Lineas de continuacion

El estudio de las relaciones entre la dindmica orbital de sistemas estelares y

planetarios multiples y la evolucion astrofisica de los mismos es una linea

de investigacion que seria interesante seguir explorando. En este contexto

se sugieren los siguientes problemas como complementarios a los que se

han tratado en esta tesis o como lineas de continuacién naturales de los

mismos.

Cuestiones metodolégicas

> Profundizacién en la teoria de métodos candnicos de perturbaciones

con el fin de integrar sistemas hamiltonianos tales como el que surge
del problema de Gyldén—-Mescerskij con efecto periastro. Especi-
almente prometedora parece la linea de investigacion en la cual se
considera al tiempo como una variable canénica més cuya conjugada

es la energfia.
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> Utilizacién de funciones polilogaritmicas de argumento complejo
(Osécar y Palacian 1994; Osécar, Palacian y Palacios 1995) en la sim-
plificacién de las expresiones que aparecen en la integracion de esta

clase de problemas.

Aplicaciones

> Aprovechando la versatilidad del método canénico de perturbaci-
ones N-paramétrico seria factible ir afiadiendo sucesivas perturba-
ciones que se aproximen a una solucién mads realista del problema
‘completo’ de la dindmica de los sistemas estelares multiples: transfe-
rencia de masa entre componentes, existencia de discos de acrecciéon
alrededor de una o de ambas componentes, eyecciones de masa no

isotrépicas, influencia de intensos campos electromagnéticos . ..

> Laaproximacién post-newtoniana del problema de pérdida/ganancia
de masa podria ser un modelo valido para el problema de tres agu-
jeros negros (Valtonen, Mikkola y Pietild 1995; Pietild et al. 1995;
Valtonen 1996) segtn se considere la pérdida de energia y de mo-
mento angular mediante la emisién de radiacién gravitacional o la

captura de masa.

> El analisis estadistico de los valores de los elementos orbitales resul-
tantes después de integraciones realizadas a partir de cierto conjunto
de valores iniciales, teniendo en cuenta algunas de las perturbaciones
descritas en esta tesis, podrian explicar las frecuencias observadas de
planetas con una excentricidad y un semieje mayor dados. En parti-
cular, seria interesante profundizar en la hipotética relacién entre la
pérdida de masa y las relativamente altas excentricidades observadas

en algunos planetas extrasolares. O
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